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1. 问题背景

二维平面上的 Delaunay 三角剖分是在一个给
定的点集上进行的满足空圆性质的三角剖分，空圆
性质即此剖分中的每个三角形的外接圆均不包含此
点集中的其他点。在计算机图形学、数据可视化、模
式识别等领域中，Delaunay 三角剖分均得到了广泛
的应用。除此之外，我们还可以将其思想推广到 d维
空间中点集的 Delaunay三角剖分，即将三角形推广
为 d+1个两两之间有边相连的点构成的单纯形，需
要满足每个单纯形的外接超球中没有此点集中的点。
如果点集满足不存在 d+2个点共超球面的情况，则
此剖分是唯一存在的。由于在二维平面上，Delaunay
三角剖分是 Voronoi图的对偶图，一般的 Voronoi图
生成算法也可被用来生成 Delaunay三角剖分，除此
之外，还有如随机增量法等 Delaunay三角剖分的生
成算法在实际中应用效果非常好。但随着算法的大
规模应用，其需要处理的数据量也越来越大，而算法
本身已经达到了理论上的最优复杂度 O(n logn)，无
法从复杂度方面再进行优化了。在这种情况下，为
了在数据规模更大的情况下仍然保证实际应用中的
效率，需要对算法进行并行化，而传统的算法如随
机增量法其每一个点的插入都依赖于之前的所有点
构成的结果，天然是串行的结果，难以进行并行化，
这就需要设计出可以高效并行的 Delaunay 三角剖
分算法。

2. 相关工作

事实上已经有了非常多的基于分治和增量算法
的并行 Delaunay 三角剖分算法。GE Blelloch 在
1999 年的工作中 [2]便已经提出了基于分治策略的
Delaunay 三角剖分的并行，即对于 Delaunay 三角

剖分的分治算法，对于每个分治分支进行并行的处
理从而达到并行的特征，但是对于分支的合并算法
并没有给出很好的并行算法，也没有对分布式内存
系统给出很好的解决方案。

Kohout 等人 [5]基于三角剖分增量式算法和分
治算法给出了并行的二维和三维的 Delaunay 三角
剖分工作，能够在小型共享内存集群上获得近似线
性的加速比。但是对于分布式集群和多 cpu 并不能
获得非常好的结局方案。

CGAL[1]是一个并行的计算几何数学库，它实
现了很多常用的基础算法。并且能够得到一个不错
的效率，但是它只实现了 2 维和 3 维的三角剖分并
且没有实现分布式的算法。

Cignoni 等人 [3]提出了基于分布式递归算法的
三角剖分算法。能够在小型集群上获得不错的结果。
但是由于分治的合并算法需要用到大量 alltoall 通
信，并不能获得一个非常好的扩展性。实际上该试
验在 16 机上仅取得了 7 倍的加速比。

Funke 和 Sanders[4]提出了一个基于分治算法
的可以适用于分布式和共享内存的并行算法，他们
和核心贡献是提出了一个高度可并行的合并算法，
并且基于这个合并算法能够在共享内存上对于 d 维
Delaunay 三角剖分获得近似线性的加速比。并且此
工作也给出了一个和 [3]类似的并行实现。是第一份
在比较大规模的集群上测试了次算法的扩展性。但
是实际结果并不理想。工作在 2048 个计算核心的情
况下只取得了 260 倍的加速比。

3. 解决方法

本项工作计划在实现共享内存算法的基础上实
现分布式算法，并尝试通过改进 alltoall 的通信模式
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来降低分布式的通信开销。从而达到一个不错的可
扩展性。能够解决一个较大规模的多维三角剖分问
题，并能获得客观的弱可扩展性。

4. 共享内存算法

图 1. 共享内存算法流程

我们按照 [4]中描述的算法进行了实现，图1为
其算法的伪代码流程。其算法基于递归分治的思想：
首先将要计算 Delaunay 三角剖分的点集 P 按坐标
划分为两个大小相等的子部分 P1,P2 并分别计算其
三角剖分 T1,T2，然后考虑如何将这两部分的剖分面
进行合并。首先我们可以发现，对于其中一个剖分
中的三角形面，如果其外接圆与另一部分的点集没
有交集，那么这个三角形面一定是安全的，我们可
直接将其放入最终解 T 中，否则这个三角形面是危
险的，可能被对面点集所破坏，我们暂时不能将这
些面加入最终结果，我们将其放入 B 中进行存储。
之后将所有 B 中面的点合并起来再做一次三角剖分
得到 TB；如果这个三角剖分中的某个面与原有的 B

中的某个面相同，则说明这个原有的面也不会被对
面破坏，可以添加到最终结果 T 中；其次，如果最
后剖分中有一个三角形跨越了两边的点集 T1,T2，说
明这个三角形面是连接两个子集的，也要添加到最
后结果 T 中。图2中的例子直观地表现了危险边集
B，对其点集的剖分 TB 以及合并后的结果。

纵观这个算法，其实现的主要耗时在于枚举三
角形面并进行处理，这使得其非常适合并行化：只要

图 2. 子剖分与合并结果

使用不同的线程来并行处理这些三角形面即可。其
分治的实现也有利于并行化，我们可以在递归的过
程中，将线程也递归划分到两边，直到只有一个线
程时使用传统的串行算法。

在原论文的算法实现中，有一种特殊情况没有
考虑：假如两个子点集恰好距离非常远以至于 B 为
空，在这种情况下不会对中间进行处理，TB 也为空，
从而无法发现可能的一些中间连接面。我们在测试
中发现了这一情况，并对其进行了修改：考虑两个
子集的三角剖分 T1,T2 中的边，如果某条边只在一
个三角形面上出现，说明这条边处于此三角剖分的
边界上，可能需要与另一边连接，我们将这条边所
在的面也视为是危险的，将其加入 B 中，以为其寻
找与另一个点集相互连接的面。

5. 分布式内存设计框架

分布式内存设计的基本思路继承于共享内存设
计，但是分布式需要进行一定的消息通信。从而能
够充分利用各个处理器的计算能力。为了验证算法
的多维能力，这里实现了三维分布式的三角剖分算
法。算法提出了基本单机算法如下：

这里是将所有数据发送到某一个进程进行计算
然后得到最终的结果。因为并行实现的内容比较复
杂，并且在解耦中出现了一些问题导致工作量爆炸，
这里采用了 CGAL 数学库所提供的单机三维三角剖
分算法来代替。最终加速比比较也是与单机 CGAL
所提供的三角剖分算法进行比较。
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图 3. 基础分布式三角剖分

图 4. 分布式算法

本算法相比较于单机地算法，核心思想是如何
均匀合理地将点分配到各个处理器上去。算法的中
心思想是第 7-10 行。将通信子中的进程分为两部
分。并使其进行尽可能小的通信的前提下，将全局
的点分成两个子部分进行递归处理。由于本实验并
没有以于超大规模为目标，故本算法的实现中并没
有参考论文中提出的均衡算法而是在最开始对点进
行了全局排序。从而减少了这种复杂的 alltoall 通
信。然后依然是对与中间部分和可能与边线相交的

面片（注意三维三角剖分中，面片对应的是三维超
平面，即四棱锥）进行枚举。并通过邻居消息通信递
归的完成面片通信。

6. 实验结果

由于采用了非常鲁棒的单线程算法，本算法可
以顺利通过所有构造的小数据测试并能够在大数据
上得到一个比较好的结果。

在 28 个核心 56 线程的实验机上，共享内存算
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法对比单线程实现的算法。在一千万个点的数据上
最多可以获得约 9.2x 的加速比（这是因为由于时间
关系实现上依然存在一些不细致的地方）
在 36进程下，三维三角剖分在 100万点上可以

获得对比单进程约 4x 的加速比，并且可以正确运行
1000 万点的数据。（加速比过低这是因为试验机并
未安装 ib 网络，通信消耗了大量不必要的时间。在
环境条件限制下并未能够在有 IB 网络的集群上配
置实验环境所需的第三方库）

7. 实验分工

1. 卢政荣负责实现可并行算法，数据的制作。
2. 王元炜负责优化并行与分布式三维三角剖分算
法设计以及数据可视化。
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