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1.  问题背景 

Voronoi 图，又叫泰森多边形或 Dirichlet 图，它是由一组由连接两邻点直线的垂直平分线组

成的连续多边形组成。N 个在平面上有区别的点，按照最邻近原则划分平面，每个点与它的

最近邻区域相关联，如图 1 所示，每个区域被叫做一个 cell，每个 cell 的核心是 site。当确

定了 site 的位置的时候，cell 的划分就能给出来了。 

 

图 1. 2 维 Voronoi 图[1] 

Voronoi 图在现实中有很多观察和应用，笛卡尔将宇宙爆炸的结构描述为这种结构，生物学

家描述每棵树能够获得的面积也可以看作是 Voronoi 图的分割，设计师也利用 Voronoi 图设

计了很多丰富多彩的作品……在 Okabe[2]等人的著作中，对 Voronoi 图及其应用做了详实的

介绍。对于 Voronoi 图的研究，以及不同形式的展示总是一个很新鲜的话题。 

 

Voronoi 存在一种对偶的几何结构，也就是我们熟知的 Delaunay3 角剖分，链接任意相邻的

两个 cell 中的 site，能够得到这些点集构成的凸包的 3 角剖分。实际上 Delaunay3 角剖分满

足空圆特性和最大化最小角特性，空圆特性指在 Delaunay3 角形网中任一 3 角形的外接圆

范围内不会有其它点存在，最大化最小角特性指 Delaunay3 角剖分所形成的 3 角形的最小

角最大。因为以上两条特性，Delaunay3 角剖分是在实际中应用最多的 3 角剖分了。由于

Voronoi 图和 Delaunay3 角剖分的对偶性质，知道其中一个的结构，也就能知道另一个的结

构了。 

 

计算几何中的一个基本的问题是凸包的研究问题，凸包指的是对于给定的点集 Q，能够将 Q

中所有的点都包含在其内的凸多边形就是凸包。凸包的研究有比较成熟的理论和算法，比如

Jarvis March 算法和 Graham Scan 算法。比较成熟的工具包 Qhull 能直接生成 2,3,4 维的凸

包，他们采用的是 Quickhull 的算法。 

 

本小组基于以上的理论以及几何变换的知识，对 2 维和 3 维的 Voronoi 图的生成给出了它

们在 3 维的解释。对于 2 维的 Voronoi 图，我们给出了它们在 3 维中由锥体增长相交后到 2



维的投影情况。对于 3 维的 Voronoi 图，我们给出了它们在 3 维中球的膨胀相交后得到的结

果。 

 

2. 凸包的构成 

我们利用工具包 Qhull 来获得凸包和 Voronoi 图的几何。Qhull 采用 QuickHull 计算凸包的

几何结构。QuickHull 使用一个类似 QuickSort 的分而治之的做法，平均意义下的复杂度为

O(nlogn)，在最差的情况下是 O(n
2
)。 

算法可以被描述为下面几个步骤： 

I. 找到点集中最左边和最右边的两个点，这两个点一定是凸包上的点； 

II. 连接这两个点的线将点集分成两个子集，这两个子集一个处于线的上方，一个

处于线的下方； 

III. 对于任意一个子集而言，找到该子集中距离线最远的那个点，该点一定也是凸

包上的点，将该点个线的两端连接起来，处于 3 角形内部的点不可能是凸包上

的点了，只需要考虑在 3 角形外部的点； 

IV. 以新连接的线作为基准线重复步骤 III； 

V. 循环这样的过程，直到没有剩余的点为止，这样凸包就构造成功了。 

这个算法可以扩展到 d 维，伪代码如下： 

 

由于 Qhull[4]基于 QuickHull 的算法，是比较强大的计算 2D，3D 以及 4D 的凸包，Delaunay3

角剖分和 Voronoi 图的工具包，Matlab 和 Octave 都是基于它来提供计算几何的功能的，

Mathematica 使用它来实现 Delaunay 网格构造。它能调用不同命令得到不同的计算结果，

通过不同的功能选项来控制程序的行为，还能选择特定的输出结果。 

 

3. 几何变换 

3.1 2 维 Voronoi 图在 3 维中的形成 

我们采用圆锥体相交投影的方法更形象地描述 2 维的 Voronoi 图[5]，过程如下所示： 

QuickHull 算法[3] 

输入：d 维的数据点集 P 

输出：P 构成的凸包 CH(P) 

初始化：选取 d+1 个极点构成一个单纯型 

 

for 超平面 F 

 for 每个没有被封杀的点 p 

  if p 在 F 的上方 

   把 p 添加到 F 的外部集合 S 中 

while 有非空的外部集合 S 的超平面 F 

 选择 S 中距离 F 最远的那个点 p 

 for 每条边 L in F 

  L 和 p 能构成一个新的超平面 

将这个超平面加入到当前的凸包中 

将 p 点添加到凸包集合中 



 
我们给出能这样做的数学推导：以任一点𝑝𝑖形成的圆锥面的表达式为： 

z = √(x − 𝑥𝑖)
2 + (y − 𝑦𝑖)

2 

 则任意两个圆锥面相交得到的交线是由下面的方程来描述的： 

{
z = √(x − 𝑥𝑗)

2 + (y − 𝑦𝑗)
2

z = √(x − 𝑥𝑖)
2 + (y − 𝑦𝑖)

2

 

 这是一条曲线的表达式，如果投影到 x-y 平面，就能得到 

2(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)x + 2(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)y + (𝑥𝑗
2 − 𝑥𝑖

2) + (𝑦𝑗
2 − 𝑦𝑖

2) = 0 

这其实是𝑝𝑖和𝑝𝑗的垂直平分线的表达式，也就是 Voronoi 图中每个 cell 的交界线。 

我们通过圆锥相交的方式，给出了 2 维 Voronoi 图生成的另一种形象化的描述，并将生

成的过程展示了出来。 

 

3.2 3 维 Voronoi 图在 3 维中的形成 

3 维 Voronoi 图依照理论依据依然可以由一个四维锥体相交投影到 3 维中形成，但是四

维空间我们已经无法观察，所以我们利用 Voronoi 图的空圆性质，利用球的增长来描述 3 维

Voromoi 图的生成过程。 

2 维中获得 Voronoi 图有比较好的算法比如分而治之的算法，扫描线算法，但是 3 维中

再这样做就相当繁琐，所以需要用到几何变换的方法。 

 

  

能够做出这样的映射是因为 Delaunay 三角剖分和凸包满足这样的性质： 

a) 3 维中的 4 个点能构成 Delaunay 三角剖分的一个外接球 S，并且这个外接球中没有

其他的点。 

b) 4 维中的 4 个点构成的凸包的一个超平面 P 能使得凸包中的其他点都在它的一侧。 

由于超平面 P 投影到 3 维是球 S，依据(b)不会有任何其他的点出现在 P 内，也就意味

着不会有其他点出现在 S 内，这就意味着 P 与 S 存在等价的关系。 

 通过以上的映射的方法我们能够得到 3 维 Voronoi 图的结构，这个与我们通过球的增

长获得的 Voronoi 图进行比较，可以验证算法的正确性。 

 

4. 系统设计 

3 维中圆锥相交和 2 维 Voronoi 图的关系 

对 2 维图中的任意一个点𝑝𝑖，它的坐标为(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

以该点为圆锥的顶，以 45°为母线和平面的夹角生成圆锥 

如果有两个圆锥他们能够相交，那么在相交处能形成 3 维空间中的一条抛物线 

将该抛物线投影到 2 维平面中就是生成的 2 维 Voronoi 图 

3 维 voronoi 图几何变换生成法[6] 

将 3 维中的点投影到 4 维的抛物面w = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2上，那么 4 维中的任意一

点的坐标就是(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) 

对 4 维中的点利用 QuickHull 的方法求它的凸包 

将下凸包投影至 3 维，则得到了 3 维中的 Delaunay 三角剖分 

依据 Delaunay 三角剖分和 Voronoi 图的对偶关系，得到 Voronoi 图的结构 



演示程序提供以下演示例子：绘制二维点或从文件读入二维/三维点；绘制 Voronoi 计

算结果（二维分割边，三维分割面）；动画展示二维 Voronoi 图的扫描线算法三维过程；动

画展示二维 Voronoi 图的三维意义；动画展示三维 Voronoi 图的原理。 

我们的演示系统分成以下几个部分： 

4.1 Voronoi 计算内核：这部分负责管理 sites、Voronoi vertex 和 Voronoi cell 的数据，在数

据生成方面包括随机生成 sites、手动指定 sites、按照文件生成 sites。在数据计算方面，

我们调用了 Qhull 计算 Voronoi 图的接口，能够获得 Voronoi vertex 和 Voronoi cell（按

照逆时针方向的 vertex 排列表示）的信息。为了通过这些信息绘制完整的 Voronoi 图，

我们在无穷远处（包括正负）添加了 2
dim
个辅助点，这样我们感兴趣的 Voronoi cell 都

是有界的，从而能够完整绘制（如下图所示，四角上的点是无穷远点，我们感兴趣的点

都集中在中心，充分放大即可展示我们的结果） 

 

4.2 展示模块：得到二维/三维空间中的 Voronoi 图后，对于二维情况，我们先将点的坐标

Z 值置为零从而将二维点放入三维的 XY 平面上，以每个点为顶点，绘制高度和底面半

径可调的圆锥（使用由顶点和圆锥底面圆周上相邻亮点构成的三角形面近似圆锥曲面。

其中，随着圆锥的高度和底面半径增大，两个不同圆锥面会相遇。两个面相遇后，形成

的交线即为 Voronoi 图的边。对于三维情况，则是通过在每个点处形成球，球的半径随

着动画的播放而增大，直到两个球面相遇，形成交界面，即三维 Voronoi 图的分割面。 

在程序中，可以通过拖动鼠标移动视角，也可以通过按钮选择俯视/透视视角。 

4.3 IO 模块。IO 模块包括按照固定的格式将 sites 读入计算内核，将 sites 从计算内核保存

至文件，以便重现结果。 

5. 实验结果 

5.1 Voronoi 图计算结果 

以下是对随机生成的 50 个点计算 Voronoi 图的结果： 



 

对手动生成的 20 个点计算 Voronoi 图的结果： 

 

对随机生成的 500 个点计算 Voronoi 图的结果： 



 

对随机生成的 10000 个点计算 Voronoi 图的结果： 

 

5.2 2 维 Voronoi 图的三维解释（圆锥） 

以下是对随机生成的 50 个点利用圆锥展示 Voronoi 图生成原理： 



 

可以清晰地看到它和 Voronoi 图的关联： 

 
调节圆锥底面半径，可以看到 cell 生长过程： 



 
调节圆锥高度，可以形象地看到圆锥的相交情况： 

 
以下是对随机生成的 5000 个点利用圆锥展示 Voronoi 图生成原理： 



 

由于 3D 绘制消耗大量内存，不再做更高规模的测试。 

5.3 规模测试 

对不同规模的 2 维随机生成点，我们用演示程序计算 Voronoi 图，耗时如下： 

点规模 计算耗时（ms） 

50 7 

500 29 

5000 179 

50000 1943 

99999 3938 

6. 总结 

Voronoi 图具有广泛的应用，为了更形象地理解它，我们对二维和三维的情况进行了可

视化的描述。在 2 维中，我们利用圆锥的增长、相交、投影在 3 维来展示 2 维 Voronoi 图的

生成过程。在 3 维中，我们利用球的增长、相交来展示 3 维的 Voronoi 图的结构。 

为了完成这项工作，我们利用了 Qhull 计算几何算法中的 qvoronoi 模块、OpenGL 的绘

制模块、Qt3D 中的绘图模块等工具，不仅对计算几何中的算法原理有了更深的认识，同时

也学习了 OpenGL、Qt GUI 编程等实用工具，得到了很多收获。 
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