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基于金字塔技术的 k 最近邻搜索算法 

K 最近邻搜索是计算几何中的一个重要问题，应用于很多方面，例如计算机图形学，多媒体

数据库，地理信息系统，知识发现和数据挖掘以及计算机辅助设计系统。为了找到查询点的

k 个最近邻居，k 个最近邻居的最大距离是搜索邻居所需的最小半径，我们无法提前知道这

个距离。如果采用增加半径的方法：从查询点为中心，一个初始半径很小的球，这个球里包

含的可能是 k 个最近邻，然后不断扩大球的半径，直到 k 个备选答案是真正的 k 个最近邻。

与这个半径增加的 k 最近邻搜索方法相比，本文实现的是一种减小半径的 k 最近邻搜索算

法。 

金字塔技术将数据空间[0,1]d 分为二维金字塔。查询球的半径 r 初始化值为 k 个候选最近邻

居中最远数据点的距离。以查询点为中心的查询矩形 W，侧边长度为 2r 然后在剩余的 2d-1

金字塔之一中执行正交范围搜索。如果搜索到与查询点距离小于 r 的一些数据点，则更新 k

个候选最近邻居，并且将 r 重置为 k 个候选点的当前最远距离。继续搜索未检查的金字塔，

只要发现新的候选点，则半径 r 减小。重复该过程直到检查所有金字塔。这个算法是为金字

塔技术设计的，却适用于其他基于映射的索引方案。 

算法实现 

金字塔技术的基本思想是将 d 维（d-d）数据点转换为 1-d 值，然后使用 B +树存储和访问

1-d 值。数据空间分为两个步骤：首先，将数据空间分为具有数据空间中心点

（0.5,0.5，...，0.5）作为其顶部和（d-1）-d 面的 2d 金字塔的数据空间作为它们的基础。

然后，每个 2d 金字塔被分成几个分区，每个对应于 B +树的一个数据块。 
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给定查询矩形 W，正交范围搜索找到与 W 相交的点。金字塔技术将 d-d 范围查询映射为 1d

范围查询的并集。首先我们确定哪个金字塔与 W 相交。然后我们确定交叉金字塔内的哪个

金字塔值相交 W.当我们达到 B +树的叶级别时，我们检查存储在叶节点中的数据点是否相

交。执行正交范围搜索时所访问的区域如图所示： 

 

给定一个查询点 q，k 最近邻搜索找到最接近于 q 的 k 个数据点。我们使用列表 A 记录按照

与 q 递减顺序排列的 k 个当前候选最近邻居。为了不失一般性，我们使用欧式距离。令 D

（v，q）是 d-d 空间中点 v 和点 q 之间的欧式距离，Dmax 是 A 和 q 中数据点之间的最大距

离。此外，令 C（q，r）是以 q 为中心的圆，半径为 r。 

第一步，我们使用如下的算法确定金字塔 q 和金字塔值 pvq。假设 q 在金字塔 pi 中，使用

LocateLeaf 函数搜索 B+ 树找到键值为 pvq 的叶节点，如果都小于 pvq 则取最大的叶节点。

确定叶节点后，我们使用函数 SearchLeft（SearchRight）来检查节点向左（右）的数据

点，确定它们是否在 k 个最近邻居中，并相应的更新 A. 注意，如果点 v 与 q 在相同的金字

塔，则它们的金字塔值之间的差不大于它们的欧式距离，即| pvq -pvv | ≤D（q，v）。 当

叶节点的键值小于（大于）i（i + 0.5）时，SearchLeft（SearchRight）停止，或者 A 中存

在 k 个数据点，节点中当前键值与金字塔值之间的差值 q 大于 Dmax。 

第二步，我们生成包围 C（q，r）的边长为 Δ= 2r 的查询矩形 W，以执行正交范围搜索，保

证查询结果的正确性。如果 A 中存在 k 个数据点，则半径 r 初始化为 Dmax;否则 r 初始化为
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√d，使得 C（q，r）覆盖整个数据空间[0,1]d。为了简单起见，我们假设第一步之后在 A 中

有 k 个数据点。我们以任意顺序检查金字塔的其余部分。如果金字塔与 W 相交，使用

Interval 算法确定 hlow 和 hhigh，之后执行 RangeSearch 来检查这个金字塔中与 W 相交的

数据点是否是 k 个最近邻。W 的中心是固定的，但是在检查金字塔之后每次更新其边长 Δ。

如果金字塔不与 W 相交，我们可以修正这个金字塔的搜索。当检查所有金字塔时，k 最近邻

搜索停止。 

下图示出了 2-d 数据空间中的 k 最近邻搜索示例。这时，最近邻居数 k = 4，表示未填充圆

的数据点 q 是查询点。首先，我们可以确定 q 在金字塔 p0 中，然后我们使用区间[0,0.5]搜

索 B+ 树，在 p0 中找到 q 个候选，并将它们存储在列表 A 中，即数据点在 C（q，r）中，如

图（左上）所示，其中 r 是 A 中最远数据点与 q 的距离（我们假设 A 中有 k 个数据点）。其

次，生成包围 C（q，r）的查询矩形 W。我们以逆时针顺序检查其余的金字塔。图（右上）

中金字塔 p1 的交叉阴影区域是当我们在 B +树上执行 1-d 范围搜索时的搜索区域。找到一个

候选，并更新 A，r 也是如此。查询矩形 W 被更新以包围更新的 C（q，r）。当找到更接近

q 的数据点时，我们搜索半径较小，搜索代价更低。因为 W 和金字塔 p2 之间没有交点（左

下），所以我们不需要检查这个金字塔的数据点。当我们到达金字塔 p3 时，我们检查图

（右下）中交叉阴影区域的数据点，发现它们都不在 k 个最近邻居之间。在检查 4 个金字塔

后，我们得到结果，即图（右下）中的 C（q，r）中除 q 之外的数据点。 
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展示方案 

低维数据可视化 

k-NN 通常在二维平面上展示如原论文的 2 维展示或来源于维基百科的分类结果，如下。

 

 

对于二维和三维空间，2d 的金字塔 id 可以直接显示，二维的每一个金字塔为三角形，三维

的金字塔为对角线相交形成的四棱柱（以红色三角形状标注对角线为轴）, 如下： 

 

对于三维，对金字塔 ID 测试如下： 
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可以使用所属空间标注金字塔 ID，在搜寻时，高亮显示搜索起点和当前搜索点。 

高维数据可视化 

点在高维空间的位置不能直观显示，通用的方法有 Parallel Coordinates、Line Graph 等。

其中 Parallel Coordinates 非常适合本次可视化。 

Parallel Coordinates 是将相互垂直的轴，改变为平行，从而达到可以显示高维数据。 其

中，每一个点数据，转变为线，线与每一个轴的交点为对应数据。如下图（维基百科）。 

 

 

关键的点为 Parallel Coordinates 与 2d 金字塔编号相互匹配。取（0.5, 0.5, 0.5, …, 0.5）为

界，自然将空间分解为 2d 个部分。  

金字塔 ID 选择： 

从图上可以看出，将与（0.5, 0.5, 0.5, …, 0.5）的距离分解后，最大值所在区域为其编号，

最大距离+编号为其索引值。 
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搜索过程： 

在金字塔 ID 其轴与线相交附近开始搜索 KNN，可以得到初始搜索边界，显示为该轴上的高

亮区域，从而开始便利各个金字塔内部是否有更近的点。 
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演示程序说明 

在二维的情况下，准备了两个默认的例子，展示了少数点和多数点的搜索过程。 

 

下图展示的是二维且点数不多时的搜索过程，蓝色的点是正在搜索的点，紫色是已经完成搜

索的点。在右侧三角形区域可以看到平面上的效果。 
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下面分别是最坏情况和一个四维情况下的例子。 

 

每当正在搜索的蓝点符合搜索的条件，便替换为确认的紫点，右侧的紫色柱形显示了候选邻

居同中心点的距离，当蓝色点距离更近时便替换掉过去最远的点。 
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在不同数据量，维度，K 取值下的性能如下所示 
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