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1 程序演示说明 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

本次实验采用  js  和  html  编写。除了打开保存文件功能（需配置服务器方能正常执行）

之外，其余功能均可通过直接使用浏览器打开  convex_demo.html  文件得以体现。

注：因使用  webgl  技术，所以请使用各主流浏览器的较新版本的浏览器浏览。否则，可

能出现无法正常显示与执行的情况。经测试，在较新版本的  IE  及  Chrome  浏览器下表现正常。

无论实在透视投影还是正交投影下，鼠标左键拖动为旋转几何体；右键拖动为移动几何

体；鼠标滚轮控制视点的远近。

1.1  网页服务器配置及项目运行说明

本项目在不同操作系统下，只需正确安装启动及设置  Web  服务器后，所有功能均可正常

运行。

1. 软件安装

1）  软件下载地址  https://www.apachefriends.org/

2）  服务器启动问题说明：安装完成后，打开  xampp  控制面板，启动  Apache。
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① 若因端口 80占用启动失败，则点击 Config，选择 Apache(httpd.conf)打开，修改端口。 

修改“Listen 80”为“Listen 8081”； 

修改“ServerName localhost:80”为“ServerName localhost:8081”； 

② 若因端口 443 占用启动失败，在 Apache 配置文件 httpd.conf 中，去掉 “Include 

"conf/extra/httpd-ssl.conf"” 

或者将占用相应端口的进程杀死，则不用修改相应的配置文件。 

2.  项目运行说明 

1） 将工程目录放在 xampp 安装目录/htdocs 中 

2） 启动 Apache 服务器。 

3） 打开较新版本的 IE及 Chrome 浏览器浏览器 

输入 localhost:80/ConvexHull/src/convex_demo.html 

注：若前面修改过服务器端口，则需将 80 替换为修改的端口号 

1.2 项目使用操作说明 

1. 点集操作 

点集控制部分可以初始化需要生成凸包的点。 
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1) “随机点数”可以调节生成随机点的数目。该数目限制在 4~100 点之间。更少的点

无法生成凸包；更多的点则会动画会很长，没有意义。 

2) “初始化点集”则根据设置的随机点数生成一定量的随机点并显示。 

3) “清空”可以在任意状况下使用。如果正在动画，则会中值动画。清空点集。 

4) “选择文件”和“保存点集”两个按钮需要配置网页服务器才可以使用（现代主流

浏览器为了安全性考虑，禁止本地网页程序操作本地文件）。“选择文件”可以选

择 stl 文件或者普通数据文件，并导入当前环境作为初始点集。而“保存点集”则

将当前点集信息保存下载到本地。 

 

生成 50 个随机点的情况 
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载入 stl 文件的情况 

2. 算法控制 

 

1) “算法控制”可以选择当前要执行的凸包算法的类型。 

2) “生成凸包”则按照选定的算法生成当前点集的凸包并演示动画。 

3. 播放控制 

   播放控制面板可以控制动画播放的速度、进度等。 

 

1) “播放动画”可以控制是否播放动画。当取消勾选的时候，直接显示点集的凸包；

当勾选时，则动画演示凸包生成的过程。 
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2) “暂停”可以控制动画的播放与暂停。勾选时，动画暂停播放；取消勾选动画继续。

实际上在动画进行的过程中，可以认为“播放动画”与“暂停”的功能类似，无非

一个会显示最终结果以便对照，另一个会仅暂停而不现实结果。 

3) “播放速度”可以控制播放的速度，以 1 最慢，10 最快。速度为 1 档的时候，大约

每个动作持续 300ms。而速度为 10档时，每个动作持续 30ms。 

4) “播放进度”显示当前动画的进度，也可以通过“播放进度”快进快退或者定位到

某一步。 

5) “转动阻尼”控制鼠标转动物体时的“惯性”。当阻尼为 0 时，任何转动操作都会

让几何体不停地按照给定的方向和角度转动。随着阻尼的减小，“惯性”会减小，

同样的操作几何体会停得更快。 

4. 显示控制 

 

1) “显示顶点”控制顶点显示与否。勾选时会显示所有的顶点；取消勾选时则不显示

顶点。 

2) “显示模型”仅对载入 stl 模型时有效。勾选时显示 stl 模型本身的形状供参考；

取消勾选时不显示 stl 模型本身的形状。 

3) “透视投影”与“正交投影”二者仅能选一。选择透视投影的时候会体现透视关系，

近大远小。而选择正交投影的时候不体现透视关系，远近一样大。可根据情况自由

选择。 
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不显示模型，显示顶点 

 

显示模型，不显示顶点。 



7 

 

 

透视投影 

 

正交投影 

1.3 动画说明 

1. 增量法&冲突图法 

二者凸包生成方式是类似的，仅仅是数据结构的差距造成了算法效率的不同，因此二者
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的动画演示是类似的。 

 

对于已经有的一个小凸包和要添加的新顶点 

 

标红的面片为与当前点可见的面片 
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移除所有可见面片后勾出红色的边界 

 

新增加的锥面用红色表示 
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下一轮开始 

2. 礼品包装法 

礼品包装法动画量比增量法少很多。 

 

对于已经添加的面，外侧为法线纹理（彩色），内部为灰色。而将要被添加的面片则内

外皆为法线纹理（彩色）。将要添加的面片从其依托面方向逐渐旋转到目标位置，变成已添

加的面片。 
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3. 分治法 

分治法的基础为增量法， 其动画演示也同增量法一致。这里中点说明合并凸包时候的情

形。 

 

两个子凸包的样子 

 

两个子凸包需要被移除的面被红色标出 
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移除所有面，并勾勒边界。 

 

已经添加好的面用红色勾出，正在添加的面呈正常颜色，从基准面开始旋转，直到目标位置。 
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2 算法与数据结构 

2.1 储存网格模型的数据结构 

网格模型固定为三角网格模型。模型结构中仅有顶点和面两种结构，并不存在边的结构

（边结构通过面结构中记录顶点的顺序确定）。 

点被统一的储存在一个数组中，面同样被被储存在一个一个数组中，不过这个数组是一

个变长数组，其长度随着新面片的加入而不断变长。一些算法（增量法，分治法等）执行过

程中牵扯到面的增加与删除，而另外一些算法（礼品包装法）中每次都只添加凸包上的面。

然而这些被删除的面在动画演示中是十分重要的，所以删除面的时候并不会直接从数组中移

除面片，而是将其 valid 域置为 false，表示这是一个已经被删除的面片。而在最中生成用

以渲染的凸包时，这些 valid 域为 false 的面片就不会参与到凸包的构成中来。 

数组中的点与三角形均有一个 index 域。index 记录点/三角形在数组中的序号。根据

算法的不同，点与三角形互相引用的时候引用的方式会不同。有时候会使用它们的索引，有

时候则会直接引用点/三角形本身。第一种方式便于不同结构之间的交换（例如自己定义的

结构与 THREE.js 的 Geometry 之间的交换），而第二种方式则便于计算（减少一次从点/三

角形数组中获取元素的操作）。 
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对于每一个三角形，储存它的三个顶点和三个相邻的三角形。三个顶点的顺序实际上仅

可能有两种（顺时针方向与逆时针方向，不考虑移位）。这里规定三角形的三个顶点固定为

逆时针方向，这样就保证计算出面的法向固定为朝向几何体外。 

而三个相邻的三角形的储存也是按照逆时针方向储存的。但是它们的移位并不是随意

的。三角形的三个顶点按照[a,b,c]的顺序储存，那么三个相邻的三角形按照[ta,tb,tc]的

顺序储存。即如果 a顶点出现在 0号顶点的位置，那么 0号相邻三角形为 a对面的那个相邻

三角形。实际上规定其他的移位也是可以的，但是这样的规定更加直观。 

顶点储存包含该顶点的所有三角形。同一个顶点可能包含任意多个个三角形，而储存它

们的顺序并不做要求。而按次序访问某个顶点所有相邻三角形是通过其他方式实现的。 

①对于某个顶点，获取与他相邻的任意三角形； 

②获取该点在三角形中的序号，则该序号的下一位顶点所对的三角形即为下一个三角

形。 

③重复以上步骤，直到回到第一个三角形。 

由此可见，该结构所有关键步骤均可在常数或线性时间复杂度内完成，效率足够的高。

而这一切得益于所有的面片均为三角面片。 
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2.2 朴素的增量法构造凸包 

1. 构造初始三棱锥 

初始三棱锥由四个点构成。这四个点要求两两不共点，三点不共线，四点不共面。否则，

则不能生成初始三棱锥，会对后续增量构造凸包的方法带来问题。如果所有的点中不存在这

样的四个点，则无法构造凸包，返回空。 

 

选取四个点构成初始三棱锥 

2. 增量添加每一个顶点 

1） 找到与该顶点可见的所有面。 

面的可见性判定可以通过面的法向来完成。首先计算面的法向 N，然后计算 N与面上任

意点到顶点的方向 M的点积。如果该积大于零，则该点与该面互相可见，即该面属于需要被

移除的面。实际算法中可以通过顺次计算所有面片与当前顶点的可见性来完成这一步，但是

效率可能较低。本次试验中采用深度优先搜索的方法，仅需要找到第一个可见面，即可通关

过面之间的连接关系找到所有可见的面。 
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与红色顶点可见的面被标成红色 

2） 移除可见面并提取边界。 

找到所有可见面之后，需要移除这些可见面并生成边界。如果一个三角形是可见三角形， 

但是与它相邻的三角形不是，那么它们之间公共的边就是边界。 

 

移除可见三角形并生成边界 

3） 根据边界添加新的三角形。 

边界上没一条边与当前新增加的顶点构成一个新的三角形。所有这些三角形构成一 

个锥面。而点的顺序关乎三角形的正反。因为每一条边均依附于一个已有的三角形，而

两个相邻三角形中顶点的顺序是相反的。最后，需要维护这些新添加三角形之间互相邻
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接关系。 

 

新增加的锥面由红色标出 

3 生成凸包 

算法执行过程中移除面片并不是直接从数组中移除，而是将要移除的面片标记为已经被

移除。所以，需要最后用线性的时间，将所有这些已经被移除的面片移除并构成心的数组。 

 

最终生成凸包的样子 

2.3 礼品包装法构造凸包 

1. 找到凸包上的第一个面 

第一个面并不是随意构造的一个面，要保这个面是凸包上的面。首先，y坐标最小的点
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一定是凸包上的点，这个点就是凸包上第一个面。 

第二个点为与与第一个点连线与 xz 平面所称角度最小的点。可以形象的理解为以第一

个点为顶点的一个圆锥，其顶角由 180°逐渐减小，直到碰到第一个点集中的点。这个点就

是第二点。 

现在考虑经过第一个点与第二个点的圆锥面的切平面。所有的点应当在该且平面的同

侧。第三个点即为与之前两个点构成与切平面夹角最小三角形的点。 

显然，上述三个点构成的面片为凸包上的一个面。 

 

灰色面片为凸包上第一个面，绿色为将要“包裹”的下一个面片。 

2. “包裹”面片 

包裹面片从任意一个当前未封闭的三角面片开始。选取其任意一条未封闭的边，以该边

为基础，从剩余顶点中选择一个点，使得未封闭边与该顶点构成的新面片与之前所依赖的面

片夹角最小。显然，这样选出的面片也为凸包上的面。 

如果新添加面片的顶点从未被选择过，那么增加面结束。如果新添加的面片以前被添加

过，那么则需要维护三角形之间的邻接关系，即有一些边界需要被封闭，不需要继续“包裹”。 
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包裹最后一个面的情况。这个面一次性将三个未封闭的三角形。 

2.4 冲突图法构造凸包 

冲突图法是基于朴素增量法的。二者的不同在于冲突图法引入了冲突图这一概念，从而

提升了算法的效率。下面仅介绍算法的流程和实现细节，对其复杂度的证明请参见《计算几

何--算法与应用》11 章第三节。 

就像在朴素增量法中描述的那样，如果一个面片与一个顶点互相可见，那么二者就是一

对冲突。冲突的二者是不能共存于最终的凸包的，因此如果要添加一个新的顶点，只需要将

于该顶点冲突的所有面片移除再添加新面片即可，不需要检索所有已有的面片。实际算法中，

对于某个顶点，使用数组记录与它冲突的所有面；对于某个面，也使用一个数组记录与它冲

突的所有顶点。 
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而更新与新增加面冲突的顶点，也不需要检索所有的顶点。如上图所示，新增加的面 f

一定是上面这种模式，e是边界，f1是被保留的面，而 f2是被移除的面。仅需要检查与 f1、

f2 冲突的顶点集合即可获得与面 f冲突的顶点集合。 

合并 f1，f2 冲突顶点几何可以使用类似于归并排序的算法。这样，可以保证合并的效

率，排除重复的点，并且合并之后的集合仍然是有序的。 

对于要移除的平面，理论上需要移除与之相关的所有冲突。实际上这是不必要的，只需

要将被移除的面标记为已经被移除就好了。因为每个顶点的冲突表只会被使用一次，就是这

个顶点被添加的时候。这个时候对于任何一个被移除的面片仅需要常数时间跳过即可。但是

从数组或其他数据结构中移除当前顶点也至少需要常数时间。所以，移除面片时候不需要更

新顶点的冲突面，只需要将面片标记为已移除即可。 

2.5 分治法构造凸包 

分治法建立在朴素增量法的基础上，使用分治的思想构造凸包，从而提高算法的效率。

算法首先会将所有的点按照 x坐标排序，划分的标准同样也是顶点的 x坐标。这样，可以避

免合并的凸包有重叠的部分，降低算法的复杂程度。 

1. 点集划分 

对于小于等于 7个顶点的点集，使用增量法构造凸包。因为至少 4个点才能构造出有意

义的凸包，所以少于等于 7个点的时候不再划分，直接使用增量法构造。而对于大于 7个点

的情况，则会将点集等分，分别构造小凸包，在进行合并凸包操作。 
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使用增量法构造的小凸包 

2. 凸包合并 

分治算法参考 Convex Hulls of Finite Sets of Points in Two and Three Dimensions.

重点参考其中凸包合并的部分。 

凸包合并实际上是寻找包络两个较小凸包的“圆筒”，并移除被圆筒罩住的面片。这个

“圆筒”一定是单面片序列，因为圆筒上的面片的三个顶点必然分列两个凸包上，使得面片

总是横跨两个凸包。 

1） 寻找“圆筒”上的第一条边。 

论文中的方法是将两个凸包投影到一个平面上，寻找两个三维凸包的二维投影上的 

包络线。由于顶点事先按照 x坐标排序，因此需要投影到 xy平面或者 xz 平面。虽然从三维

投影到了二维，但是顶点之间的连接关系仍然是存在的，所以仍可按照普通二维凸包寻找包

络的方式寻找包络。 

寻找包络的方法为：初始化为左侧最右点与右侧最左点。然后交替测试顶点的邻居，直

到仰角达到极值。交替这个过程，直到左右两侧同时达到极值。这时，就找到了“圆筒”上

的第一条边。 
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平行投影下沿 z方向观察到的两个小凸包。红色线即为“圆筒”上的一条边。 

2）顺次生成圆筒上的所有面片。 

这个过程类似于礼品包装法。与礼品包装法不同的是，礼品包装法每次需要检查所有的

顶点，而分治法这里不需要检查所有的顶点，只需要检查与顶点相邻的顶点即可。从中找出

生成面片与原有面片夹角最小的一个，就是“圆筒”上的下一个面片。 

生成第一个面片的时候，并没有上一个平面。这时候，如果投影到 xy 平面，那么就以

过第一条边，平行于 z轴的平面作为基准面。 

3）移除被盖住的面片。 

 

圆筒生成之后，需将圆筒添加到凸包结果中，并移除所有被挡住的面。 

在生成“圆筒”的过程中，实际上已经能够拿到所有的边界，也就可以判断边界两边的
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面片哪一个是被删除的，哪一个是被保留的。通过这些被删除的种子点，即可获得所有被删

除的面片。 

这里有几种极端的情况。例如某一侧的小凸包仅贡献一个点，或一条边，不贡献任何一

个面。这种情况程序也能很好的处理。 

仅贡献一条边的情况有一种奇异的推广，即移除面片后的边界出现一条伸出的边。这种

情况似乎很古怪，但是如果想象该伸出的边处是一个极为细小的三角形，则不难理解。 

 

边界中伸出一条边。 
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3 性能测试 

本次作业考虑到易于展示与易于分发和复用，因而使用了 html 和 javascript 完成。因

此整体来说代码执行的效率是不高的。下面列出了四种不同算法在不同数据规模下的执行时

间。 

横向为数据规模，纵向为使用的方法。表中时间的单位是 ms。 

 100 1000 5000 10000 50000 100000 

增量法 18.6 83.2 1429.6 5277.6 70834  

礼品包装法 17.8 67.8 815.6 2386.6 15134  

冲突图法 25 59.4 113.2 253 1598 3365.2 

分治法 4.8 17.6 120.2 278.6 1303 2946.6 

 

下图为运行时间随数据规模变化图。 

 

算法运行时间随数据规模变化图。 

 

下图为时间常数随数据规模变化情况。时间常数的计算公式为运行时间÷时间复杂度×

常数 c。冲突图法和分治法时间常数较大，常数 c为 1；增量法和礼品包装法时间常数较小，

常数 c为 20。 
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算法时间常数对比。可以看到当数据规模较大时，曲线趋于平稳。 
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