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“蜘蛛机器人”的站立稳定区域计算及运动规划 

张竞丹    董斌         张华涛 

摘要 

本文讨论了有腿机器人的运动规划问题。首先提出了蜘蛛模型，并对此模型

进行了详细的描述，然后列举了需要解决的问题。在此基础上讨论解决此问题

的已有算法。最后，对程序实际采用的算法进行了详细的叙述。 

关键词 

运动规划  有腿机器人  

1.引言 

有腿的机器人（legged robots）已经大量存在，目前对于这类机器人的研

究主要集中在运动控制上，而这类机器人的运动规划方面的问题却很少有人研

究。对于有腿机器人如何在有障碍的危险地区运动的论文基本找不到。但可以

看出对这方面的研究是非常有实际意义的，并且必然存在许多有趣的研究课

题。 

我们有幸找到了“Stable Placements for Spider Robots”和“Motion 

Planning for Spider Robots”这两篇姊妹文章,对有腿机器人的运动规划问题

进行了较深入的研究。论文中建立了有腿机器人的简化模型和运动空间，并在

此基础上分别研究了站立稳定区域的计算和运动规划方面的问题。我们在对这

两篇文章和其它参考文献的详尽理解的基础上，对这两篇文章所提到的算法进

行了一定的简化，并且完成了程序实现。 

我们考虑的有腿机器人的名称为蜘蛛机器人（Spider Robots）,它的性质在

第二部分详细描述，并且在此模型假定的情况下提出若干有趣的问题；在第三

部分，将详细叙述两篇论文中的解题方案和算法；在此基础上，我们在第四部
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分讨论了如何对原算法进行简化，并且提出了我们实际采用的算法；第五部分

研究了一些计算结果；最后，谈了一些看法和收获。 

2.蜘蛛机器人具体描述 

蜘蛛机器人的身体是一个质点 G。有若干条腿连接在身体上，这些腿可以在

以 G为圆心，R为半径的范围内活动，这个圆盘区域称为蜘蛛的活动区域

（action range）。 

能安全支持蜘蛛的脚的点都在一个平面上，它们构成了由 n个点构成的集合

M。具体的模型如图 1：

 

                     图 1. 蜘蛛机器人 

                                              

2.1 机器人的站立 

我们将蜘蛛身体 G所在一个位置称为一个形态（configuration）。对于这

个站立形态，由集合 M中的若干个点构成它的站立支点集（placement）。 这

个集合被称为 I，满足 PiM，i I，I 中的所有支点构成蜘蛛的一个站立姿

势。若是满足| I | = l ，我们称这个支点集是 l -支点集（ l -placement）。 

对于一个形态 G，一个支点集 I若是满足如下的定义： 

lIRPiGdMPiIi  ),(,             (1) 
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其中 ),( PiGd 是平面上两点间的欧拉距离。则我们称这个支点集是 l -可站立

的（ l -feasible）。同时这个形态 G也称为是 l -可站立的。 

对于一个形态 G，一个支点集若是满足如下的定义： 

}),({ IiPiCHG                       (2) 

其中 )(SCH 表示点集 S的凸集。则这个支点集是稳定的。同时这个形态 G也

是个稳定形态。 

 

                  图 2. 一个示例 

以图 2为例，形态 1是 3-可站立的，形态 2是 4-可站立的。形态 1是稳定

形态，而形态 2是非稳定形态。（在图中两个方块分别代表形态 1，2） 

 对于一个给定支点集合的平面，由活动半径 R和蜘蛛的腿的个数 l ，可以

决定一个 l -稳定区域（stable region）。这个区域中的任何一个点都是一个

l -可站立的且稳定的形态 G。例如对于图 2，点 A所在的区域是一个 3-稳定区

域，而另一个区域是一个 4-稳定区域。 

2.2 机器人的运动 

在 l -稳定区域中的形态（蜘蛛身体）的一条运动轨迹称为 l -身体运动轨迹

（ l -body motion）。同时一个 l -运动轨迹（ l -motion）是由一个 l -身体运动

轨迹和蜘蛛在这个运动过程中所有可能的站立支点集构成的。 

这里需要注意的是在 l -运动中，可能存在一些特殊身体形态，蜘蛛在这些身

体形态上需要改变站立支点集。也就是说蜘蛛在这些点上，在不改变身体位置

的情况要改变腿的位置，身体才能继续运动。我们可以这样假设蜘蛛模型：蜘
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蛛由 1l 条腿构成，通过额外的脚，它可以保证在始终有 l 条脚和地面接触的情

况下，改变它的落脚点。 

2.3 问题 

通过前面所描述的模型，我们可以想到若干有趣的问题，其中的几个列举如

下： 

1．给定平面上的一组支点，腿的个数 l ，腿的活动半径 R，求 l -稳定区域； 

2．在 1的基础上给定蜘蛛的初始形态和结束形态，判断是否存在一条从初

始形态到结束形态的 l -身体运动轨迹； 

3．在 2的基础上，若存在 l -身体运动轨迹，给出 l -运动轨迹（即具体给出

蜘蛛在运动中每个形态的站立支点集）； 

4．在 3的基础上，给出最短 l -运动轨迹（包括对最短 l -运动轨迹的定义，

是身体运动距离的最短，还是运动过程中蜘蛛移动腿次数最少意义上的

最短）； 

5．若给定的支点集合不存在 l -运动轨迹，是否能加入较少的支点，从而形

成稳定路径； 

6．对问题 5是否寻求其最优解的算法是否具有 NP-Hard 的难度； 

7．若考虑对于蜘蛛的每一条腿，可活动的范围大小不等，是否存在算法能

在多项式的时间内找到蜘蛛身体能保持稳定的区域； 

3.前人的工作 

“Stable Placements for Spider Robots”和“Motion Planning for 

Spider Robots”这两篇分别回答了上面的 1，2，3，4这四个问题，并且给出

了相应的算法，在这里我们将对其进行一个大概叙述。 
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3.1 l -稳定区域的计算 

在“Stable Placements for Spider Robots”中，着重解决了 l -稳定区域

的计算问题，并且给出了相应的算法，和对算法的复杂度的分析。我们将着重

叙述算法实现，并且给出相应的复杂度，但是不作证明。 

3.1.1 一些概念和结论 

对于任何的 3,  SMS ，将在欧拉平面定义的满足公式（3）的点集称为

由 S 定义的稳定区域（stability region）。 

))(()()( pDSCHSR
Sp




        (3) 

图 3 显示了由三个点的集合所定义的一个稳定区域。 

 

 

图 3. 由 },,{ 321 pppS  定义的稳定区域 

我们可以得到 l -稳定区域的定义： 

                         )(
,

TRF
lTMT

l


                   (4) 

由这个定义我们就可以得到求 l -稳定区域一个方法：从集合M 中找出所有

有的 l 个元素的子集T ，求 )(TR ，然后做并，就可以求出其稳定区域。但是这

种算法的计算量是无法忍受的。需要做优化。 

结论一：若有 lk  ,则有 lk FF  。 
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这个结论将不作形式上的证明。但是其结果是比较明显的，一个蜘蛛的腿的

个数越少，身体能站立的稳定区域的面积应该越大。也就是说一个区域若是 l -

稳定区域，则必然是 1l -稳定区域， 2l -稳定区域，…,3-稳定区域。 

对于一个支点集合 M,我们将集合 }),({ MppD  称为由若干个圆构成的一个

排列 A（arrangement）。其中的每个由圆弧围成的内部不再含有圆弧的小区域

称为一个细胞 T（cell）。S(T)定义如下： 

)()(,)( pDTTSpMTS                      (5) 

结论二：若T 是排列 A的一个细胞，若有 lkTSk  ,)( ，则有

))(( TSRTFl  。 

证明： 

由定义知 ))(( TSR 是 k－稳定区域，同时 TTSR ))(( ，因为 lk  ,由结论一

可知 lFTSR ))(( ，所以 TFTSR l ))(( 。 

 同时由 TTSCHpDTSCHTSR
TSp




))(())(())(())((
)(

 可以看出，若一

个点在T 内是 l -稳定的，在必然在 ))(( TSCH 的内部（因为它在 )(TS 的子集的

凸包的内部），则这个点必然是 k -稳定的。所以有 TFTSR l ))(( 。 

综上，命题得证。 

例如对于图 3，由竖线区域构成细胞 T，则 },,{)( 321 pppTS  则

))((}),,({ 321 TSRpppRTFl  。 

3.1.2 基本的计算思路 

根据结论二，我们可以得到算法的基本的思路：先求出支点集合 M的排列

A，然后对排列中的每一个细胞T ，若是 lTS )( ，则求 ))(( TSR ，所有的

))(( TSR 的并集就是 l -稳定区域。 

同时我们注意到两个相邻细胞的 21,TT 的 )(),( 21 TSTS 只相差一个支点（从 1T 到

2T ， )( 2TS 要么比 )( 1TS 多一个支点，要么少一个点）。这时求 )( 2TS 的凸包可

以充分的利用 )( 1TS 的凸包的信息。(利用对原有凸包增加一个点或减少一个点

的凸包动态维护算法。) 
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3.1.3 算法叙述 

由此我们可以得到如下的算法： 

（1） 求给定支点集合 M对于活动半径 R的排列 A ; 

这里若是采用参考文献[3]求线段相交的算法的改进算法，可以在时

间复杂度为 )log)(( nknO  的情况下完成。其中 A的复杂度，也就是

A中相交圆弧的数目为 )( knA  ，在最极端的情况下 A的复杂度

为 )( 2n ，也就是说这一步的时间复杂度为 )log( 2 nnO 。 

（2） 对每一个细胞 T，进行如下计算： 

a.若包含此细胞的圆的个数小于 l ，则这个细胞中没有 l -稳定区域，

否则找到包含这个细胞的圆的所有的支点的集合; 

  b.求支点集合的凸包； 

  c.求凸包和细胞 T 的交集，为这个细胞所包含的 l -稳定区域。 

这里若是对细胞的检查按照细胞相邻关系顺次进行，则可以充分利用前一个

细胞的凸包的信息。采用参考文献[4]的方法，在 )(log nO 的时间复杂度的情况

下得到新的细胞的凸包。 

原论文中证明了第（2）步的时间复杂度不超过第（1）步的，所以整个算法

的时间复杂度为 )log( 2 nnO ，空间复杂度为 )( 2nO 。 

3.2 运动规划 

一旦我们计算得到了稳定区域，就可以计算机器蜘蛛 l －运动轨迹。根据 l

－运动轨迹的定义，在 l －运动轨迹中的 l －身体运动轨迹应该完全在 l －稳定

区域中。这个姿态必然属于一个细胞，包含这个细胞的圆的圆心（支点）就是

这个姿态的支点集。 

因为在蜘蛛的运动规划中我们不考虑碰撞检测等问题，因此在得到稳定区域

的情况下计算运动轨迹，和在这个轨迹上的支点集，不是一个困难的问题。但

是这里存在一个如何优化搜索的问题。现在简单介绍一下“Motion Planning 

for Spider Robots”这篇文章中的思路。 
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3.2.1 计算过程 

计算过程大概有这么几步： 

a. 将 l －稳定区域划分成若干的小的区域，在这些小的区域内的所有的点的

支点集都一致。论文中将这个过程称为梯形分解（trapezoidal 

decomposition）。如图(4)所示: 

 

    图 4. 梯形分解 

 

b. 将这些小的区域形成相邻的拓扑关系； 

c. 通过深度或宽度优先搜索得到蜘蛛的 l －身体运动轨迹是由哪几块小区域

构成的； 

d. 求穿过每块小区域的身体运动的局部最优解，将这些路径段联合起来构

成完整的 l －身体运动轨迹。 

3.2.2 算法评述 

对于这个算法的时间复杂度是 )log(
2

nAFO  ，其中F 表示 l -稳定区域，

A表示以支点为圆心的圆的相交的复杂度。 
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可以看到这个算法的特点是将稳定区域根据特点进行了数据粗化（分类），

这样大大减少了搜索的空间复杂度，可以证明在这样的算法得到的路径是蜘蛛

运动需要换支点集最少次数的路径，但不一定是身体移动距离最短的路径。 

4.实现算法 

在详细阅读了前面论文的基础上，我们对实现算法进行了认真的考虑，当考

虑运用论文中所叙述的算法时我们遇到了如下的困难： 

(1)原算法的高效率是通过精巧设计算法来实现的，它对算法的设计和数据

结构的设计都要有非常高的要求，同时程序也非常的复杂。实际上在原

论文中并没有说明如何实现数据结构，但我们在实际考虑的时候发现设

计数据结构来满足算法所提的要求是困难的。 

(2)原算法的计算在实数域上面进行，其中有大量的集合运算，并且这些集

合的边是由圆弧和直线围成，这样导致集合的基本运算非常的复杂，需

要写大量的程序，而这不是在短时间内就能完成的。 

(3)稳定区域实现梯形划分和小区域拓扑关系的形成实现起来也非常的麻

烦。 

 

4.1 简化方式 

在考虑了实际遇到的困难和我们能用来实现算法的时间的情况下，我们对原

来的算法进行了简化，主要的简化思路如下： 

(1)我们对整个问题的计算不在实数域上，而将其离散化，在一个大的点阵

上（3000×3000）进行计算，同时对集合的表示将采用点阵上的一些特

殊的值的方式来表示，这虽然没有实数计算那么精确，但是数据结构的

设计变得比较的简单； 

(2)对于凸包的计算，我们采用一般的计算方法，也就是说我们将不利用相

邻细胞的凸包动态维护算法； 
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(3)对于稳定路径的计算将采用广度优先的算法进行计算，因为这个问题现

在是在一个固定大小的区域内计算，而且是用点阵形式表示，用广度优

先算法虽然不是太优化，但是完全可行，而且是完全可接受的。 

4.2 算法思路 

在考虑了简化后，我们的算法的思路将变得比较的简单。其中求稳定区域的

计算还是按照原论文中的思路，只是对每个细胞的计算不需要按照相邻的关系

顺次进行。对于求运动路径，用一般的广度优先的算法。但是因为所计算的空

间比较大，要注意程序中对内存的优化，防止内存溢出。同时要注意采用宽度

优先，得到的路径是蜘蛛身体运动的最短路径，但是不能保证是蜘蛛需要改变

支点次数最短的路径。 

4.3 详细算法 

最终我们设计了实现算法，在经过简化后，确实算法的实现变得简单了，但

是因为采用点阵的方式进行计算，计算量必然比矢量方式的大，因此提高算法

效率，减少内存的利用成了设计时的主要的目标。 

 4.3.1 稳定区域的计算 

输入参数：点阵的规模（P×P），支点集 M，活动半径 R，腿的条数 l 。 

计算步骤： 

a. 初始化，包括对一个 P×P的矩阵全部置零； 

b. 在一个 2*R+1 的矩阵中，以 R+1 为圆心，构建一个圆形的模板，在圆

形内部的点置 1，在外部的置 0； 

c. 模板填充：在 P×P 的矩阵中，以每个支点为中心，将 b中形成的模

板中的每一个元素和矩阵中的相应元素相加，得到的新的值存入此矩

阵元素中； 

d. 此时矩阵中的元素的值，就是包含这个元素的圆的个数；所有相同的

值形成的一块区域是就是前面定义的一个细胞，对每一细胞做如下的

操作： 



“蜘蛛机器人”的站立稳定区域计算及运动规划 

 12 

(1)找包含这个细胞的圆的支点所形成的集合，若是支点的个数小于

l ，则将这个细胞的值全部设为零； 

(2)否则构造这个支点集合的凸包，将凸包内部的点加上一个特殊的

值（10000）； 

(3)将属于凸包内部，同时又属于细胞内部的点进行特殊的标定，表

示属于稳定区域。对细胞中不属于凸包的点的值全部设为零（通

过矩阵中点的值进行判断）； 

(4)将凸包中不属于细胞的点的值减掉刚才所加上的特殊值； 

(5)若此细胞内存在稳定的点，则记录支点集，这个支点集将构成蜘

蛛的落脚点； 

以上五步完成了求细胞内稳定区域的过程； 

a, b, c, d 四步完成后，特殊标定的点就是稳定区域； 

4.3.2 路径规划 

路径规划采用宽度优先算法，简单叙述如下： 

a．对输入的起始点和结束点，判断是否在稳定区域内，若是不在则退出； 

b．建立一个队列，将起始点放入队列中； 

c．顺次对队列中每一个点进行如下的操作： 

（1） 将这个点从队列中取出； 

（2） 考察这个点的八个方向的点，对于还没有扩展到的点，若这个点是

稳定点，则将这个点进行标记，并将这个点放入到队列的最后，同

时记录新得到的点是如何由原来点扩展得到的；若新的点就是结束

点，则结束； 

d．第 c步的结束方式有两种，若是扩展完队列中的点仍然无法扩展到结束

点，则不存在起始点到结束点的路径；否则找到了运动路径，根据扩展

信息得到完整的路径； 

4.3.3 算法分析 

分析可知上面的算法的复杂度是和求解的点阵的大小紧密相关的。求稳定区

域的计算是反复的对点阵中的每一个点进行赋值和检测工作，算法的时间复杂
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度是 )( 2nO 级的，空间复杂度也是 )( 2nO 的。求路径的宽度优先算法，在最坏的

情况下需要对整个点阵进行遍历，因此复杂度也是 )( 2nO 级的。 

因此整个程序计算复杂度是由点阵的大小决定的，经过测试，发现程序对于

2000×2000 的点阵的计算，在时间和空间上都是可接受的。 

5. 具体实现 

在上面讨论的基础上，我们进行了程序实现，采用了 Visual C++ 6.0 作为

实现工具。所用的机器的配置为 P3－650，内存 128M。 

5.1 软件功能说明 

在我们实现的软件中，主要包括如下的几个功能： 

1．点阵的编辑功能：能对点阵进行编辑，包括随机增加若干个点，增加特

定的点，删除特定的点； 

2．点阵的存取功能：能对编辑完成的点阵存磁盘，以及从磁盘中将事前编

辑好的点阵取出； 

3．稳定区域的计算功能：能针对所给定的数据计算蜘蛛可站立的稳定区域

（其中蜘蛛的脚的个数和活动半径可变）； 

4． 路径规划功能：能根据给定的起始点和结束点，计算蜘蛛的运动轨迹，

并且指出在运动过程中的每一个位置的支点集合； 

6. 数据结果分析 

通过程序的计算，我们可以得到一些直接的结果：对于蜘蛛的半径固定的情

况，蜘蛛的腿越多，计算得到的稳定区域的面积越小；在蜘蛛的腿的个数固定

的情况下，蜘蛛的活动半径越大，则稳定区域的面积越大。 

对于计算中的一些特殊值的考虑，如蜘蛛腿的数目为 2 等，我们通过在输入

界面上做一些限制来防止这样的情况出现。 

经过测试，我们发现程序对于 3000×3000 点阵，有 30000 个支点的情况，

程序可以在 10 分钟左右的时间得到计算结果。 
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7. 结束语 

有腿机器人的运动规划存在许多值得研究的问题，而且许多都是有现实意义

的，对于这方面需要有好的抽象模型，好的算法。 

可以看到我们所完成的程序在许多方面有值得改进的地发，如在写程序的过

程中我们发现许多方面都直接受到了点阵不能过大的限制，因此若是能实现在

连续空间计算的算法，将能更有效的解决这个问题。 

同时对于论文中所讨论的这个模型，还有许多问题可以研究，包括前面提到

但是没有解决的问题。另外，在这个模型中没有考虑存在障碍物和身体不是一

个点的情况，也就是说回避了碰撞检测等问题。若是模型中加上这些因素，整

个问题将会变得更加有挑战性。 
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后记 

做这个计算几何的大作业真是一个痛苦的过程，查资料，讨论，写论文，写

程序，忙得不亦乐乎。还好，总算是弄完了，还以为这一天永远都不会到来。 
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但是，毕竟大家都还是有不少收获的。首先，大家增加了相互之间的了解，

在做试验之前，我们虽然是一个大组的，但是有两个同学是外校考进来的，基

本上都不太了解。现在彼此都相互熟悉了，也许过个十年八年，大家学过什

么，做过什么都忘了，但是这段友谊还能延续下去。其次，通过做这个试验，

我发现团结和责任心是如何的重要，一个团队要能成功，需要每个人能无私的

奉献，能积极为团队贡献自己的力量，这一点是我在做试验中深刻体会到的。

最后，我们通过做这个试验，对计算几何的一些概念也有了更多的了解，并且

学习了如何将理论运用到实际问题中去，这对我们的发展是相当有好处的。 

感谢我们组的同学这几天的辛勤努力，特别是要感谢董斌同学，感谢他在期

末考试繁忙中抽出时间写程序，没有他整个程序就不能完成。同时也希望大家

能把这样的团队精神用到以后的工作学习中去。 

也要感谢邓老师对我们的辛勤教导，在他的指导下，我们确实对计算几何这

门学科有了必要的了解。同时，我感觉这门课是组织比较成功的，包括对网络

的充分的利用，这门课也是这学期我出席最多的课（好像缺席了一次）。真心

希望这门课能够越办越好。 

                                                                            

张竞丹                                                                                                                

1/12/01        


