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1 问题描述

计算点集中最小/最大尺寸几何对象的问题是计算几何的重要研究内容之一，在这项工作中我们希望解
决的问题是，对于二维平面上的若干点，找出一个边界平行于坐标轴的正方形或矩形环带，使其中不含有任
何点，并最大化它的宽度。
在本文中，我们考虑的是二维平面直角坐标系中的问题。我们定义一个正方形的中心为该正方形的两条

对角线交点，正方形半径为边长的一半。正方形空环带的定义是，两个四边与坐标轴平行且同中心的正方形
边界之间的部分，环形的宽度 w 如图1（左）所示，是两个正方形对应方向边界之间的距离。矩形空环带的
定义是，从一个与坐标轴平行的矩形 R 内部减去另一个与坐标轴平行的矩形 R′ 而得的区域。如图1（右）所
示，两个矩形对应边之间距离为 t, r, l, b，我们定义两个矩形之间环带的宽度为这四个距离中的最小值。与正
方形环带的定义不同，矩形环带不要求两个矩形有相同的中心（对角线交点）。
为了让问题有意义，要求内矩形/正方形的边界或者内部、外矩形/正方形的边界或者外部至少要有一个

点。另外，问题允许矩形/正方形退化的情况，即外侧的矩形/正方形允许有某几条边处于无穷远处，这时矩
形/正方形环带会退化成直线条带或者 L 形条带。但不允许外矩形/正方形所有边退化至无穷远（这时不符合
外矩形/正方形边界或外部至少包含一个点的约束），但允许内部矩形/正方形退化到只剩一个点。

图 1: 正方形空环带和矩形空环带
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2 算法说明

2.1 符号定义

符号 意义

P 平面上的点集
n |P |，即点集大小
pi 平面点集中的第 i 个点

x(p) 点 p 的 x 坐标
y(p) 点 p 的 y 坐标

表 1: 符号表

我们将正方形空环带和矩形空环带的情况分开处理。

2.2 正方形空环带

首先可以证明 (证明略，见 [2])，正方形空环带一定属于以下三种情况之一：

1. 外正方形的两条对边上各有一个点

2. 外正方形的两条邻边上各有一个点（L 形区域）

3. 外正方形的一条边上有一个点，其他三条边都是无穷（条带）

图 2: 三种情况的示例

情况 3，空环带退化成了空条带，它的求解方式很简单，可以直接按照 x 坐标或者 y 坐标排序后扫描一
遍，查找其最大的 gap，即为空条带的宽度。总时间复杂度 O(nlogn)。
情况 2，以每个点的 x 坐标和 y 坐标画垂直线和水平线，这些线之间有 n2 个交点，对于每个这样的交

点 o，找到以它为原点的第一象限里 (不含坐标轴)，x 坐标最小的点和 y 坐标最小的点，以此为限制找到 L
形区域，时间复杂度 O(n2logn)[4]。

情况 1 较为复杂，先对所有点按 y 坐标排序，枚举外正方形顶边上的那个点 pi 和底边上的那个点 pj，
然后以 y = y(pi)+y(pj)

2
画线，这条线即是中线，正方形空环带的中心 c 一定在这条中线的一条线段上（因为

需要顶边和底边都有 1 个点），且这条线段的左右端点会被 pi 和 pj 确定。具体而言，这条线段的左右端点
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图 3: fp(c) 的函数图像

的横坐标 x ∈ [min{x(pi), x(pj)} − r,max{x(pi), x(pj)}+ r]。设外正方形的边长为 2r，定义函数 fp(c) 表示
当正方形空环带中心点位于位置 c 时，p 点对环带宽度的限制，即 fp(c) = ||p− c||∞。

假设环带中心点 c 在中心线上的 x = c 这个位置上，那么要使得 p 这个点不在空环带中，则环带宽度不
能大于 r− ||p− c||∞，那么 f 的图像应如图3所示，图中中间平的一段的物理意义是此时 y 方向距离比 x 方
向距离大，旁边为 0 的区域表示如果 p 落在了外正方形外，则其对结果没有限制。

那么，我们把所有 p ∈ P 的 fp(c) 都求出来，然后求一个包络线，即

f(c) = max
p∈P

fp(c)

求 f(c) 的最小值点，即可知道 c 为何值时 w = r − f(c) 最大。
求上述包络线的过程，我们可以发现上述每个点的图像都可以拆成三个部分，即斜率为 1, 0,−1 的三个

部分。将三个部分分开处理，再合并起来就能得到总体的包络线了。另外，由于一开始就把所有的点按照 x

和 y 分别排过序了，所以这里处理包络线时也不需要进行排序。包络线只会有 O(n) 段，故这里处理包络
线的过程是 O(n) 的。注意到最优解一定会出现在包络线的转折点，或者在包络线之间的交点处，这是因为
如果最优解不在上述的位置，一定可以通过在包络线上平移，而得到一个不更差的解，且其在转折点或交点
处。所以我们只需要对所有转折点和交点检查可行性即可。加上之前枚举 pi 和 pj 的时间消耗，情况 1 处理
的总时间复杂度是 O(n3) 的。为了 coding 的方便，在实际代码编写过程中，我将上述的定义反了过来，即
f ′
p(c) = r − ||p− c||∞，f ′

p(c) 表示 p 点限制条带宽度 w ≤ f ′
p(c)。

由于这三种情况可以囊括所有的可能情况，所以求解正方形空环带算法的整体时间复杂度是 O(n3)。
将上面的查询步骤形式化，我们可以得到如下的对数据结构的操作要求：

1. 对于每个点，查询这个点右上方区域（其他方向的区域可以将坐标系旋转）中，x 坐标最小的点和 y 坐
标最小的点。要求单次查询时间复杂度 O(logn)。

2. 维护三条包络线，每条包络线的元素分别全是斜率为 1, 0,−1 的线段。其中斜率为 1,−1 的线段的 x 坐
标跨度为 r，斜率为 0 的线段的 x 坐标跨度为 2r。包络线数据结构需要回答它们在每个 x 处的最低
点，并且这三条包络线需要两两求交，时间复杂度要求 O(n)。此处的分析可见3.2一节。

利用数据结构解决了上述子问题之后，本问题的总时间复杂度是 O(n3)，和原论文 [2] 的描述一致。

2.3 矩形空环带

矩形的情况略为复杂，首先矩形空环带也可以分成上述的三种情况，两种退化情况的处理方式同正方形
空环带，故下只考虑一般情况。因为每个方向的宽度都不一样。首先可以证明
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• 内矩形的每条边上要么至少有一个点，要么是无穷

• 外矩形的每条边上要么至少有一个点，要么是无穷

这是因为如果外矩形的某条边上没有点，那可以向外平移这条边，从而使其碰到一个点或者到无穷远，
而此时该矩形空环带是不会更窄的；如果内矩形的某条边上没有点，那也可以向内平移这条边，从而碰到一
个点，此时矩形空环带也不会变窄。

图 4: 扩展矩形空环带，使其四边的宽度相等

由于矩形空环带的宽度由其最窄的部分确定，所以那些宽的方向可以扩展，使得其每个方向的宽都是 w。
如图4，若扩展前矩形顶边的宽度最小且为 w，此时该环带的宽度由内外矩形的顶边确定。不失一般性可以
只考虑这一种情况。
接着我们可以考虑枚举外矩形顶边的点 t 和底边的点 b，继续寻找空环带的最大宽度 w。注意到 w 满足

单调性：如果给定一对 t 和 b，且已知 w2 > w1 且 w2 是可行的，则 w1 也是可行的。

图 5: 判断 w 值是否可行的两个步骤图示

怎样判决一个 w 值是可行的呢？分为以下两个步骤：

1. 判断顶边下方和底边上方的 w 宽度内的合法点范围，x 是上述确定的 t(b) 点的横坐标，|y1 − y2| = w，
如左图可以找到竖直线段 (x, y1) − (x, y2) 水平往左平移遇到的第一个点 q1t(q1b) 和往右平移遇到的第
一个点 q2t(q2b)。由于我们需要确保 t(b) 点是在外矩形上，所以 t, b, q1t, q2t, q1b, q2b 这几个点需要满足
合适的位置关系，即 qXX(qXX : q1t, q1b, q2t, q2b) 不能出现在 x(t) 到 x(b) 之间，因为一旦出现在在 x(t)

到 x(b) 之间，说明顶边下方和底边上方宽为 w 的条带内有点存在，说明宽为 w 是不合法的；且 qXX

实际上卡住了这个矩形，因为如果空环带宽为 w，这个条带的范围里是不能有点的，为此这个环带的
外矩形最多延伸到 qXX 处。

2. 确定好外矩形范围之后需要判断内矩形的合法范围。以 qXX 和 t、b 的 x 坐标作为边界参考量，寻找
y(pi) 满足 y(pi) ∈ [y(b), y(t)] 和 x(pi) ∈ [min{q1t, q1b},max{q2t, q2b}]，查询所有相邻 pi 点的 gap，是
否有宽度大于等于 w 的两个 gap。这实际上是在找能放下矩形空环带两个侧边的位置，因为侧边内不
能有点，所以如果有宽度大于等于 w 的 gap，就可以把侧边放置在这个 gap 里。如果查询到左右两边
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的两个 gap 值都大于等于 w 且两个 gap 之间有至少 1 个点（内矩形中至少要有 1 个点），说明宽度为
w 是可行的。这是因为可以把矩形空环带的左右两边卡在这两个 gap 里，而这两个 gap 里在 y(t) 和
y(b) 之间是一定没有任何一个点的。注意这里是要有 2 个 gap，只有 1 个宽度大于等于 w 的 gap 是不
可行的，因为这样内矩形中就没有任何点了，不符合我们的要求。

从总的算法出发，枚举顶边点 t，再枚举底边点 b，还需枚举 w，但注意到在定下 t 之后，w 只需从当前
历史最大的 w 枚举，并且由于前面所说的单调性，一旦某个 w 不可行就可以停止枚举，因为给定 t, b 后，如
果 w0 不合法，那么 w1(w1 > w0) 更不可能合法。并且由于内外两个矩形的边上都至少存在 1 个点，所以 w

的取值只会有 O(n)种。这样实际上如果将 (w, b)看成是一个坐标，整个枚举过程实际上是从 (0, 0)到 (n, n)

的一条只能往右或往上走的路径，这条路径的长度是 O(n) 的，所以总的 (t, b, w) 三元组的个数是 O(n2) 的。
对于每个三元组，都会用上述的数据结构来查询和插入一次相关的信息，所以总时间复杂度是 O(n2logn)的，
忠实还原了原文 [2] 中的时间复杂度。
将上面的查询步骤形式化，我们可以得到如下的对数据结构的操作要求：

1. 对于每个点 pi，找到线段 (x(pi), y(pi))− (x(pi), y(pi) + w) 以及线段 (x(pi), y(pi))− (x(pi), y(pi)− w)

往左，往右水平平移碰到的第一个点。要求单次查询时间复杂度 O(logn)。

2. 对于某区域 x ∈ [xi, xj ], y ∈ [ym, yn]，查询最左侧的宽度大于等于 w 的 gap 和最右侧的宽度大于等于
w 的 gap。要求单次查询时间复杂度 O(logn)。

3. 对于某区域 x ∈ [xi, xj ], y ∈ [ym, yn]，查询这个区域内是否存在点。要求单次查询时间复杂度 O(logn)。

3 数据结构和算法设计

3.1 求解右上方区域的极值点

由于我们需要对每个点求右上方区域的极值点，所以可以通过合理调整求解顺序来降低复杂度。首先将
所有点按照 y 坐标排序，然后按 y 坐标从大到小的顺序将每个点的 x 坐标插入平衡树。在插入之前先在平
衡树中查询第一个 x 坐标大于其本身 x 坐标的点（即 upperbound 操作）。由于点是按照 y 从大到小排序的，
所以每次查询实际都保证了只会查到 y 坐标更大的点。而每次的查询操作都满足了查到的一定是 x 坐标恰
好更大的那个点，即该点右上方区域中 x 坐标最小的点。同理将 x, y 镜像，得到的就是该点右上方区域中
y 坐标最小的点。
上述操作对于每个点都会操作 1 次平衡树查询和 1 次平衡树插入，加上一开始的排序 O(nlogn)，所以

总时间复杂度是 O(nlogn) 的。

3.2 维护包络线

首先我们来回顾一下前述的需求：在枚举完外正方形顶边的点 t 和底边的点 b 后，这两个点中间所夹的
所有点都会对正方形空环带的宽度有所限制。其限制具体到函数图像而言就是一个等腰梯形，见图6，其两
个腰交于正中央。观察前述的函数目标，我们需要选择一个 (x0, y0) 使得其在所有的包含 x0 的蓝色梯形边
的下方且此时 y0 最大。为了叙述和编码方便，在蓝色梯形左右侧，函数的值为 0，此时该蓝色梯形不对 y 有
任何限制。可以发现一个点在蓝色梯形内等价于这个点同时在这个蓝色梯形三条边延伸的范围之下。所以我
们可以将三种边分开考虑，分别对其求包络线，再汇总起来即可。
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图 6: 三段线段图示。其中蓝色的等腰梯形是一个点对正方形空环带宽度的限制，而红色的线是蓝色梯形三
条边的延伸。一个点在蓝色梯形内等价于这个点同时在三条边延伸的范围之下。由函数图像的性质可以知道，
斜率为 1 的左侧腰和斜率为 −1 的右侧腰相交于正中央，且这两条腰加上延长部分在 x 坐标上的跨度为 r。
梯形顶边加上延长部分在 x 坐标上的跨度为 2r。

求斜率为 1 边的线段包络线非常简单，只需将所有点按照 x 坐标排序，然后依次插入并维护上一个点
和当前点的位置即可。因为每个点延伸出来的线段的斜率都是 1，是互相平行的，所以不用考虑这些线段之
间会有交点；因为我们的目的是每个候选结果需要在这些线段的下方，所以包络线要求的是这些线段在每个
x 处的最小值。斜率为 −1 的线段包络线求法同理，将 x 坐标取反即可。该步骤时间复杂度 O(n)。

斜率为 0 的线段的包络线就略为复杂。因为它会涉及到更低、更高线段互相遮盖的问题。这里需要使用
一个单调双端队列来处理，首先将所有的点按 x 坐标排序，然后从左到右单调队列维护将来可能会对包络线
产生贡献的线段：如果某两条线段 a, b，它的 y 坐标满足 y(a) > y(b)，右端点 x 坐标满足 x(a) < x(b)，此时
a 线段将永远不可能对包络线产生贡献，因为随着 x 坐标的增大，a 线段将首先结束，而其全程被 b 线段在
其下方遮盖，在从当前 x 开始到将来都不会有 a 的任何一段成为结果。所以队列中维护的线段将保持 x 和
y 的递增。由于每条线段都只进队出队 1 次，所以这一步的时间复杂度是 O(n)，另外由于可以从已经有序的
排序结果里直接获取 x 有序的点，所以此处求包络线部分的排序实际上是一个 y 坐标的筛选（在 [y(b), y(t)]

之中）过程，是 O(n) 的。
在求解完三条包络线之后，再将它们两两求交点。根据前述，最优解只会存在在包络线交点或者转折点

处，所以求交是必不可少的。依然可以通过线性扫描的方法，类似于多个有序序列合并问题的思路，将每个
交点求出。最后再将每个交点和每个转折点分别判断是否同时在三条包络线的下方，这一步的思路和上面求
交点的思路非常类似。这些特殊情况处理非常考验细节，涉及到竖直线段和线段端点的处理，可以参考代码
中的实现，这里就不赘述了。这一步的时间复杂度也是 O(n) 的。

3.3 求解线段平移相遇首点

对于此问题，我们的方法并没有参考原论文中使用的 Segment Dragging 技术 [3]，而是另辟蹊径采用了
一个离线算法。为了介绍的简单起见，我们只考虑求每个点上方线段向右平移遇到的第一个点，其他三个方
向可以对照同理进行计算。
我们需要对每个点 (xi, yi) 求解由它出发向上的一条线段 (xi, yi) − (xi + w, yi) 向右平移遇到的第一个

点，这个性质非常关键，因为每一条线段都是从这个点出发的，而所有的点只有 n 个，故可以针对每个点进
行预处理。注意到可能构成结果的点其实非常有限：首先其他三个象限里的点都不可能成为结果，然后在第
一象限里，只有在阶梯上的点才会成为结果，见图7。所以我们可以对每个点都求一个阶梯，然后查询的时候
在阶梯上二分查找即可。这样预处理的时间复杂度是 O(n2)，空间复杂度也是 O(n2)。每次查询的时间复杂
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图 7: 阶梯图示，对于 pi，只有红色的点才有可能成为结果，蓝色的点要么在其他三个象限，要么被红色的
点构成的阶梯完全覆盖，故不可能成为结果。

度是 O(logn)。

3.4 求解最左侧最右侧宽度大于等于 w 的 gap

本问题其实可以用 Range Tree 解决，Range Tree 的每个节点都保存当前区间内的最大 gap 和最左最右
点。但 Range Tree 有个问题，它只支持坐标为整数的情况，考虑到可扩展性，我们使用了 Splay 平衡树作
为它的替代品。

Splay 树的相关操作和复杂度分析在这里也不再展开叙述；原问题是一个离线二维问题，但实际上可以
通过巧妙设计求解顺序来将 y 维度去掉，所以变为了在线一维问题。我们知道，Splay 平衡树支持提取区间
的操作，对于区间 [l, r]，只需获取 l 的前驱节点 l′ 和 r 的后继节点 r′，然后将 l′ 旋至树根，将 r′ 旋至 l′ 的
右孩子，则树根的右孩子的左孩子这棵子树即代表了区间 [l, r]。对于 Splay 的每个节点，维护其子树的最左
点、最右点和最大 gap。每次旋转的时候，都需要根据新的节点关系来重新维护这三个信息。查询的时候只
需要关注各个节点子树的最大 gap 值和左、右子树的最右、最左值，以确定应该继续往哪棵子树下探查询。
插入一个新点的操作也很简单，和普通的平衡树插入相同，只需注意维护每个节点的信息即可。
由于使用的是 Splay 平衡树，其每次操作的期望时间复杂度是 O(logn)，空间复杂度是 O(n)。

3.5 求解区域中是否存在点

有了上面的 Splay 平衡树，可以直接将原问题降维后，提取左右两个端点的区间，然后判断该区间对应
的子树是否为空。时间复杂度 O(logn)。

4 鲁棒性与精度

我们一开始为了避免精度问题，就将所有的点坐标均设置为整数。但考虑到不同的需求和任务，我们所
有的算法都支持浮点数运算，只需要改动少量的比较部分即可完善对浮点数坐标的支持。我们的程序做了较
为完善的错误处理和输入检查，鲁棒性很高，正常使用的情况下基本不会出现运行时错误等问题。

7



5 吞吐能力和性能

为了充分测试我们程序的性能，采用随机生成点的方法，记录点数和用时的关系可以获得下表。

点数 正方形空环带 (O(n3logn)) 矩形空环带 (O(n2logn))

30 70 9
50 282 24
100 1934 90
200 13932 355
500 195510 1949
1000 - 6771
2000 - 21768

表 2: 性能测试（单位：毫秒）

注：由于我们编写代码时在求解正方形空环带的算法中无意加入了对交点和包络线转折点进行排序的操
作，在撰写报告时才发现这个隐藏的问题，这里求解正方形空环带的算法的时间复杂度实际是 O(n3logn)的。
要解决这个问题可以参考多个有序序列合并的算法，但再次对此进行修改的代价较大，所以就将此问题遗留
了下来。从上方的用时表里也可以发现实际上求解正方形空环带的用时比求解矩形空环带大了一个 n 的量
级。

6 小组分工

王宣润 算法实现、报告算法部分撰写

李哲 UI 实现、用户手册撰写、报告视频的录制

李玮祺 文献综述和背景介绍、生成数据

7 实验总结

在这项工作中，我们解决了1问题描述中提出的平面点集上求解最大矩形/正方形环带的问题。其中求
解正方形空环带的整体时间复杂度是 O(n3)，空间复杂度是 O(n)；求解矩形空环带的整体时间复杂度是
O(n2logn)，空间复杂度是 O(n2)。经过测试，算法能在预期时间和空间下完成问题的正确求解，在较大的数
据规模下也有良好表现。我们还设计了可交互的 UI 界面以提高算法的展示效果。

8 相关工作

计算点集中最小/最大尺寸几何对象的问题是计算几何的重要研究内容之一，该类问题已经被广泛研
究并应用于不同几何形状上，包括圆形、矩形、环形等。求最大空圆可以利用 Voronoi 图交点的性质在
O(nlogn) 时间内完成 [8]。在工作 [1] 中，作者研究了如何更好计算与坐标轴平行的最大面积的矩形，提
出了在 O(nlog2n) 时间内运行的算法。目前本项目关注的最大空环问题是一个比较新的研究领域。之前的研
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究 [5] 研究了最大空圆环的问题，作者通过枚举点集中的点对，计算点对中以该点为顶点的抛物线交点得到
圆心半径，给出了时间复杂度为 O(n3logn)，空间复杂度为 O(n)的算法。项目中最大矩形环带的定义来源于
工作 [7]，但在该工作中矩形的四边可以不平行于坐标轴，在该工作作者提出了基于旋转卡壳和 Davenport–
Schinzel 序列的方法，最终实现了时间复杂度 O(n2logn)，空间复杂度 O(n) 的算法。本次大作业的参考论
文 [2] 在此基础上进一步进行研究，针对四边平行于坐标轴的情况，提出了对于正方形空环带和矩形空环带
时间复杂度分别为 O(n3) 和 O(n2logn) 的解法。对于正方形空环和矩形空环的退化形式，工作 [6] 研究了在
点集中寻找最宽空带的情况，工作 [4] 考虑了 L 形拐角的问题，作者提出了时空复杂度为 O(n3) 的解法。

9 应用

求解最大宽度空环带问题可以用于以下的场景：

1. 需要开挖一条公路，把地图上散落分布的某些村镇围起来，并限制公路只能是东西和南北走向。问公路
最大宽度为何，并需要给出挖掘方案。

2. 因为火情影响，地图上有若干个着火点，需要留出足够的宽度空间用来布置防火带，以阻止着火点进一
步合并成更大的着火区域。这些留空区域只能沿着南北和东西走向。问防火带最大宽度为何，该如何布
置？

3. ......
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