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1 简介

计算几何中的一类重要问题便是寻找给定点集中具有某种性质的子集，而
空元凸子集关注的是凸性和空元性。具体来说，给定点集 S 的空元凸子集
满足以下性质：该集合中的点全部落在其整体构成的凸包上，即凸包内部为
空。而这里的“最大”考虑的是顶点个数，而非凸包面积。我们希望找到满
足上述空凸子集中所包含的顶点个数最多的那个。

2 相关工作

Chavatal 等 [CK80] 给出了关于最大凸子集（即不考虑空元性质）时间复杂
度为 O(n3) 的做法。而 Avis 等 [AR85] 在此基础上进行了简单的修改给出
了最大空元凸子集的时间复杂度为 O(n3)，空间复杂度为 O(n2) 的解法。通
过使用几何排列（Arrangement）的思想，Herbert 等人 [EG89] 把空间复杂
度由 O(n2) 降至 O(n)。而当前已知的最优做法出自 David 等 [DEO90]，其
时间复杂度正比于集合的空三角形的个数，该值在点集在单位正方形内随机
取点时期望值为 O(n2) [BF87]；空间复杂度正比于有着相同最左顶点的空
三角形的个数最大值。

3 算法描述

该算法 [DEO90] 计算给定点集中的最大凸多边形时大致分为三个部分：

1. 对于 S 的每个顶点 p，舍弃掉其左边的点，将剩余点按照 p 极角排
序，从而得到以 p 为核的星形多边形 Pp。使用几何排列中的对偶
[CGL83, EOS86] 该部分时间复杂度可由 O(n2 logn) 降至 O(n2)。
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2. 计算 Pp 的可见图 V Gp，该可见图包含 Pp 原图中的边，但不包含以 p
为顶点的边。该部分存在时间复杂度为可见图输出大小的线性的算法
[Her87]。

3. 计算 V Gp 中的最长凸链 Cp，对于任意一个凸链将其首尾与 p 相连便
可得到一个空凸多边形。该部分时间复杂度为输入可见图的大小的线
性。

然后我们对于所有的点 p，保留长度最长的 Cp 及其对应的核，最终将其首
尾相连便得到了包含点数最多的空元凸多边形。注意到该算法的前两步与上
文中的 [AR85] 是相同的，但采用了更好的算法降低了时间复杂度。

4 具体实现

代码与文档均已被托管至 GitHub 1。整个工程大致分为三个模块：

• 交互模块：构建用户交互窗口，存储算法处理的点坐标（包括鼠标点
击输入、从文件中读入、随机生成），响应按钮点击事件。

• 演示模块：算法过程的动画演示，包括计算结果的显示、所有点的演
示、用户选择的单点演示。各个步骤的演示中可以选择显示某些细节。

• 处理模块：按照上文中的描述分为三个部分：星形生成、可见图生成、
凸链生成。

接下来我们详细说明算法包含的三个部分。

4.1 极角排序

本部分算法的输入输出如下：

• 输入：二维点集的向量

• 输出：对于该点集中的每一个点，以其为核、其余点按极角大小逆时
针排序的向量

我们首先对屏幕上所有点按横坐标进行排序，时间复杂度 O(n logn)。
Naïve 的方法是接下来对于每一个点，对其右侧点（横坐标大于当前

点）按极角进行时间复杂度为 O(n logn) 的归并排序。因此总的时复杂度为
O(n logn+ n · n logn) = O(n2 logn).

Arrangement 的方法基于下述几个观察：将原图中坐标为 (a, b) 的点 p
映射为对偶图中的直线 p∗ : y = ax− b，则原图中的对于某个点与其右侧点

1https://github.com/songzy12/LECP
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的极角大小关系便映射为对偶图中对于某条直线与其下方直线的交点横坐
标的大小关系。具体来说，原图中逆时针极角越小，在对偶图中交点横坐标
越小。这样我们只需要从右向左遍历原图中的点，在对偶图中加入相应的直
线。每当加入一条直线时，我们使用 O(n) 的时间得到它与对偶图中已有直
线从左到右的交点，该顺序即为原图中右侧点极角排序的顺序。总的时间复
杂度为 O(n logn+ n · n) = O(n2).

Figure 1: 原图极角序与对偶图交点序对应关系

如图 4.1（图片来自教材）所示以 p9 为极点对其它所有点进行极角排序，
点 p9 的对偶直线与其他点对应的对偶直线从左到右依次相交，相交的顺序
即为以 p9 为极点对应的极角排序，而原图中 p9 右侧点对应对偶图中下侧
直线的交点（红色点）。以左图中 p2 和 p4 为例，p9p2 斜率小于 p9p4，因此
对偶图中 p9 与 p2 交点横坐标小于 p9 与 p4 交点横坐标（由于转换关系为
y = ax− b）。

4.2 可视图生成

本部分算法的输入输出如下：

• 输入：核及其右侧顶点按极角序给出的向量数组

• 输出：对于右侧的每个顶点，计算出其可视图中的入边和出边
右侧点已经按极角序逆时针排列好，我们便按照逆时针的顺序处理每一

个点 p，每次处理 p 的结果是生成在最终的可视图中 p 的所有入边。具体做
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法是我们在每个 p 处维护一个队列 Qp，其中存储了 p 点能看到且在之后的
处理中还可以被其他点看到的点。算法如图 4.2 （来自论文）所示。

Figure 2: 可视图生成

注意上图中的 while 处，由于 Qi 是按照相对点 i 逆时针的顺序存储的，
所以在我们遇到第一个 TURN 为 right 的时候，便可以放心地跳出这个循
环，因为剩下的所有 TURN 也必定为 right. 而在 Qi 之前弹出的那些点此
时已经被保存在了 Qj 之中。这样我们保证了每个时刻，所有点的中记录的
Q 的数据之和不会超过当前已处理过的点的个数。从而整体的时间复杂度
为 O(|V G|)，其中 |V G| 为可见图的大小。
另一方面，这样处理结束后每个点处存储的入边和出边都是按照逆时针

排序的，而这一点在之后的处理中也是有用的。

4.3 最长凸链生成

本部分算法的输入输出如下：

• 输入：核及带有入边出边信息的点集，且入边出边均按逆时针排列

• 输出：该有向图中的最长凸链

注意到顶点集依然是按照相对于核按极角大小排序的，每条边带有一个
属性 L，其代表以该边为起始边的最长凸链长度。我们这次按照顺时针的方
向处理每一个顶点，每一个顶点处理结束后其所有的入边的 L 均被设置为
正确值，并记录下该 L 值所对应的上一条边。最终的最长凸链便由带有最
大 L 的边及其所有祖先构成。
处理某个顶点 p 时，我们按逆时针处理它的每一条入边。并在处理每一

条入边时，我们按照逆时针处理相应的出边。对于每一条入边和出边，我们
计算他们的夹角是否为凹角：如果是凹角，我们便根据该出边的 Lo 和入边
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当前的 Li 决定是否将 Li 更新为 Lo + 1；否则 Li 的更新已完成。这是因为
出边已排好序，一旦遇到某个拐角为凸，我们便可以放心地决定剩下的所有
拐角也为凸。这样每个顶点处的每条入边和出边只会被考虑一次，从而整体
时间复杂度为 O(|V G|). 具体算法细节如图 4.3 （来自论文）所示。

Figure 3: 最长凸链计算

5 边界处理

原论文中假设输入的各点均不相同且无三点共线，我们考虑了在这些情况下
的处理方式。

5.1 重复点输入

对于重复点的输入有两种解决方案：

1. 在每个顶点处增加一个域记录它的重度 wp，算法的前两步保持不变，
第三步中的 Li = Lo + 1 改为 Li = Lo + wp。

2. 对于每个新的输入点，检查当前点集中是否存在坐标与之相同的点。
如果存在，则不进行添加。

由于时间关系我们选择了后一种处理方式。
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5.2 横坐标相同情况

对于横坐标相同的情况会出现问题是因为两点生成的对偶图中的两条直线
平行，从而不会产生交点，进一步地该点便会在最终的处理结果中遗漏掉。
处理方式是设想我们将画板轻轻顺时针旋转一个小角度，则所有横坐标

相同的点便变得不再相同，上方的点会成为右边的点。同时如果上方有多个
点横坐标相同时，考虑我们希望生成的星形多边形，将距离该点越近的点视
为极角越大的点。
在实现中我们在最初的排序时将横坐标相同但纵坐标不同的点按纵坐标

小的排在前面，然后处理时在最后一步中检查与当前点横坐标相同且纵坐标
大的点，将其按反序压至极角排序的最后（即纵坐标越大越靠前）。

5.3 多点共线情况

如果用户输入的点集中存在多点共线的情况，极角排序时我们需要考虑的要
更复杂一些。想象我们希望生成的星形多边形，该多边形的内部需要为空。
于是我们做如下规定：我们记录处理过程中遇到的最后一个多点共线情况，
如果该多点共线恰好出于是我们需要处理的点末尾（如上面横坐标相同便是
该种情况的特例），那么我们认为离核越近的极角越大；否则，我们认为离
核越远极角越大。

6 性能分析

使用对偶图的直线排布进行排序是极其耗费内存空间的，想象我们在 n 个
输入点规模的情况下，我们需要存储对偶图中的 n 条直线的所有交点和半
边。其中交点的可能个数有

1 + 2 + . . .+ (n− 1) = n(n− 1)/2

半边的可能个数有
n+ 2 · n(n− 1)/2 = n2

而 sizeof 给出来的我们实现中的 Vertex 和 HalfEdge 大小均在 ∼ 200 这
个量级。考虑一个 2G 内存的机器，粗略的计算可以得出理论上所能支持的
输入点个数在 ∼ 1000 这个量级。
故使用对偶图排序虽然其理论的时间复杂度在渐进意义上较低，但在实

际的应用中我们并不能使它充分地发挥威力。

7 总结与展望

我们通过该选题作业，进一步领略了计算几何中算法的精妙。同时了解到在
将理论上的算法真正实现成为可供演示的软件时总会遇到设想之外的问题。
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在共同完成作业的过程中也体会到团队协作的重要性，在遇到困难时也得到
了来自老师的及时点拨。总之我们感谢这段愉快的学习时光，及出现在这段
时光里的老师和同学们。
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