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摘要 

在微分几何中，曲面上两点间的测地线可理解为所有连接两点的曲线中拥有最小长度的

一条。本实验就三角网格上某一顶点到其他所有顶点的测地线问题，分析了一系列前人设计

的算法的效率及问题，同时实现了[1]中提出的改进版 CH算法并制作了演示程序。 
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1. 引言 

在微分几何中，曲面S上p,q两点间的测地线可以理解为在所有连接p,q两点的曲线Γ,

Γ⊆S中，拥有最小长度的一条。在这种意义下，测地线可以被认为是直线这个概念在三维

曲面上的推广。而微分几何[5]也告诉我们，曲面S上p,q两点间的测地线可以通过变分法计

算得到。 

不过，需要注意的是，微分几何中处理的都是理想的参数化曲面。而在实际的计算机应

用中，特别是在计算机图形学中，很多情况下，曲面是通过一组离散的三角面片近似得出的。

在这种情况下，测地线也要进行相应的离散化，即离散测地线。参考原始的测地线定义我们

不难得出，所谓三角网格上S上p,q两点间的离散测地线，就是三角网格上连接p,q两点的最

短路径。自然地，这种离散测地线可以认为是图论中最短路径问题在三角网格上的推广。 

与图论中的最短路径问题相似，三角网格上的离散测地线算法也大致分为三个版本，即： 

 计算三角网格上某一点到其他所有点的测地线 

 计算三角网格上任意两点间的测地线 

 计算三角网格上所有可能点对(顶点对)间的测地线 

在我们的实验中，我们关注第一个版本，即给定三角网格S上一点s，如何计算s到S上任意一

点t的测地线。还有一点需要说明的是，本文中所说的三角网格上的点特指三角面片的顶点。

这也符合大部分测地线相关工作的习惯。 

2. 相关工作 

对于计算三角网格上一点到其他所有点间的测地线这一问题，Sharir 和 Schorr 在 1986

年第一次给出了一个多项式时间复杂度的算法。这个算法的复杂度为 O(n
3
log(n))，其中 n

代表表面的复杂程度，但这一算法只能对凸多面体进行计算。1987 年，Mitchell 等人提出

了 MMP 算法([2])。这种算法使用了类似于 Dijkstra 算法的流程，将复杂度降到了

O(n
2
log(n))，同时这种算法可以处理任意的多面体表面。1990 年，Chen 和 Han 提出了 CH

算法([3])，进一步将复杂度降到了 O(n
2
)。 

不过值得注意的是，很多实验结果(Kaneva and O'Rourke[2000, 6]，Surazhsky[2005, 

4])表明，MMP 算法在绝大多数实际应用中的性能都要远远优于它在理论上的最坏情况，而

CH算法尽管有着很好的理论性质，但其实际性能却要远逊于MMP算法。 

[1]分析了CH算法在实际应用中效率低下的原因，即CH算法产生了过多的无用窗口，这

些窗口对测地线没有任何贡献。“在许多样例中，超过99%的由CH算法产生的窗口都被抛弃

掉了”。在这个基础上，[1]中的算法对CH算法进行了修正，采用了更加高效的窗口剪枝算

法，减少了产生的无用窗口的数目，同时使用了优先级队列这一数据结构，进而提高了算法



效率。[1]中的实验说明，[1]中提出的CH修正算法在实际运行中要远远快于CH算法，同时这

种算法也要比MMP算法拥有更快的运行速度。不过，这种CH修正算法的渐进复杂度却退回到

了O(n
2
log(n))。 

3. CH 算法概述及相关改进 

3.1 旋转展开和窗口传播 

旋转展开三角面片序列是一种常用的研究测地线的方法。设f1, f2,⋯ , fi,⋯ , fm是一组三角

面片序列，其中fi与fi+1相邻，且ei = fi ∩ fi+1。f1表示包含源点 S 的三角面片。关于这一组

三角面片的旋转展开可用图 1中的伪代码表示： 

当上述过程完成后，所有的三角面片都被展开到同一平面上，而经过这些三角面片的最短路

径也会被展开为直线段。 

需要注意的是，对于一些三角面片序列而言，根本没有测地线通过它们，如图 2所示。 

为了处理这种情况，我们可以在每条边上维护如下一个三元组(ei, Iei , Projei
Iei)。其中Iei表示完

成旋转展开后，在fi所在平面的坐标系中，源点 S 的像的坐标。Projei
Iei表示Iei在ei上的投影。

所谓投影是指ei上的一段闭区间，这一区间中的任何一点到源点 S的测地线都可以被展成直

线段。我们可以很容易地从(ei−1, Iei−1 , Projei−1
Iei−1)计算出(ei, Iei , Projei

Iei)，具体说来，Projei
Iei可

以看成是在点光源Iei的作用下，Projei−1
Iei−1形成的阴影与ei的交，如图 3所示。 

 

图 1：三角面片的旋转展开 

 

图 2：没有任何一条最短路径完全通过e0, 𝑒1,⋯ , 𝑒8 



上述从从(ei−1, Iei−1 , Projei−1
Iei−1)计算(ei, Iei , Projei

Iei)的过程即为窗口传播。容易看出，窗口传播

是以旋转展开为基础的。基于这两种技术，我们可以得到 CH算法的基本框架，如图 4所示。 

 

3.2 “one angle, one split”原则 

图 4中给出的算法有可能达到指数量级的运算复杂度，因为所有阴影区域覆盖对角的窗

口都会有两个子窗口。而使 CH 算法复杂度控制在O(n2)的关键在于利用“one angle, one 

split”原则对两个子窗口进行剪枝，使得至多只有一个子窗口留下来。“one angle, one 

split”原则的原始表述如图 5所示： 

 

 

 

图 3：窗口传播示意图 

 

 

图 4：CH 算法基本框架 



但是 CH 算法并没有明确地说明那个子窗口应该留下来，[3]中对这个原则的证明也是含

糊不清的。我们在实验中提出了如下的基于“one angle, one split”原则的子窗口剪枝策

略。 

 

3.3 进一步的优化策略 

虽然 CH 算法具有O(n2)的算法复杂度，但在实际应用中，CH 算法的执行效率远低于 MMP

算法，尽管后者有着O(n2 log n)的算法复杂度。[1]中对这一现象进行了分析，认为 CH算法

执行效率低下的主要原因在于 CH 算法产生了过多的无用窗口。于是，[1]提出了如下的剪枝

策略，减少了生成的无用窗口数量，提高了算法的运行效率。 

于此同时，[1]中还建议将所有窗口按照它们到源点的测地线距离进行排序，使用类似

于 Dijkstra 算法的流程利用优先级队列由近及远地进行窗口传播。虽然这使得算法的复杂

度从O(n2)提升到O(n2 log n)，但[1]中的实验表明，采用这种策略可以大幅提高算法的运行

效率。 

另外，为了处理图 2中测地线有可能变成折线的情况，以及所谓的 saddle point，[1]

中建议对这两种点进行扩展。即将这两种点作为伪源点，从伪源点出发进行旋转展开和窗口

传播。与[3]中关于“one angle, one split”原则的阐述相似，[1]中并没有给出这两种点

的判断依据。对 saddle point 而言，我们可以使用[2]中的判据，即该点的邻接角之和大于

2π。但对类似于图 2中的边界点的点而言，我们还没有找到合适的判据。 

 

（one angle, one split 剪枝） 

设(BC, I1, 𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵𝐶
I1 ), (BC, I2, 𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵𝐶

I2 )是 BC 边上阴影区域可以覆盖顶点 A 的两个窗口。

AB1是(BC, I1, 𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵𝐶
I1 )在AB边上的子窗口，AB2是(BC, I2, 𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵𝐶

I2 )在AB边上的子窗口，

若满足如下条件，则AB2可以被剪枝： 

1. AB2 ⊆ 𝐴𝐵1 

2.  𝐼1𝐴 ≤  𝐼2𝐴  

3.  𝐼1𝐵2 ≤  𝐼2𝐵2  

 

图 5：“one angle, one split”原则 



我们当前的算法会将所有顶点作为伪源点进行窗口扩展。一旦算法找出了源点 S到某一

顶点 V的测地线，我们就会将 V作为伪顶点进行窗口传播。显然，这样做会产生很多无用窗

口，从而使算法的效率下降。为了尽量弥补这一缺陷，我们设计了如下的算法终止条件： 

通过采用这一终止条件，我们的算法避免了对剩余的大量无用窗口进行窗口传播，从而

在一定程度上弥补了对所有点进行扩展这一缺陷。保证了算法的实际运行效率。 

4. 实现细节 

算法永远是纯粹而美好的。但当我们在计算机上实现算法时，由于各种各样实际条件的

制约，以及各种各样的边界情况的出现，由算法转化的程序就会变得相对复杂，相对丑陋。

也正因如此，我们才有必要说明我们觉得在实现过程中需要注意的问题，为后来者提供一些

参考。 

4.1 关于机器误差 

在计算几何中，我们可以将很多几何关系判断（如共线、共面、两点是否在某一直线的

同一侧等）通过向量运算转化为与 0 的比较(大于 0，小于 0，等于 0)。并且一般来讲，这

种向量运算均为浮点数运算。但是，计算机在存储和运算浮点数时会不可避免地引入机器误

差，从而影响最终的判断结果。为了尽量克服机器误差带来的影响，我们采用了如下策略： 

a. 使用双精度浮点数进行运算 

b. 将原始模型文件放大到一定的倍数 

c. 使用自定义的比较器进行比较，自定义的比较器如下图所示 

(算法终止条件) 

一旦优先级队列弹出的顶点伪窗口数等于三角网格的顶点数，算法终止 



4.2 基本数据结构 

 

4.2.1 窗口数据结构 

本实验中的窗口有两种，即与各个顶点对应的伪源窗口(PS_TreeNode)和每条边上的间

隔窗口(IW_TreeNode)。考虑到这两种窗口都会进入优先级队列，且又有一定的公共属性，

因此，我们设计了如下的层次结构： 

另外，考虑到在计算测地线时我们需要经常执行如下操作： 

a. 遍历某一条边所对的顶点 

b. 遍历某一顶点的邻居顶点 

c. 遍历某一顶点的邻接边 

我们在边对应的结构体中加入了 set<int> opposite_vertexs 这一属性，在点对应

PS_TreeNode 结构体中加入了 set<int> opposite_edges、set<int> adjacent_vertexs 这

两个属性。这样，通过在读取模型文件时进行预处理，维护以上三个属性，我们就可以在计

算测地线时很方便地执行上述操作。窗口定义的具体代码如下所示： 

TreeNode 

IW_TreeNode PS_TreeNode 



4.2.2 基于堆和 map 的优先级队列 

在计算最短路径时，我们需要改变优先级队列中有些元素的优先级。为了使这一操作能

够在O(logn)的时间内完成，同时不影响其他操作的时间复杂度，我们使用了 map 这一数据

结构维护优先级队列中每个元素在优先级队列中的位置信息。同时，为了能够最大程度上复

用我们的代码，我们使用了模板技术实现了优先级队列，其对应的类定义如下所示： 

 

5. 演示程序说明 

为了更好的演示测地线的构造过程，我们编写了一个演示程序。整个演示程序是基于

Qt 和 Coin3D 这两个库。其总体效果如下所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



当我们将模型读入内存后，我们可以选择子窗口右侧的手型图标来旋转模型，滑动鼠标

滚轮可以缩放模型，而 Ctrl+左键则可以对模型进行拖动。而在非“指针”状态下，右键->Draw 

Styles->Still Drawstyle 则可以选择模型的显示风格。如下图所示： 

 

当我们需要选择源点和目的点进行测地线的计算时，我们可以在选择 Analysis -> 

Source (Destination)之后，点击子窗口“指针”选择源点(目的点)。源点用小圆球标记，

目的点用小正方体标记。通过选择 Analysis->Clear Point 则可以清除源和目的点的选择。

接着选择 Analysis->Build Tree 则可以生成用于查询测地线的数据结构，最后单击

Analysis->Search Path，程序即可显示源到目的点的测地线。如下图所示： 



 

如果我们需要观察用于查询测地线的数据结构的生成过程，在选择了源点后，我们可以

单击 Analysis->Init Tree 来初始化查询测地线的数据结构，然后可以通过单击

Analysis->Step Forward/Step/Delay Step 观查构造数据结构过程中生成的窗口。这三个

菜单项的意义如下： 

a. Step Forward： 

步进一个迭代步，对应于 build_geodesic_structure 中 while 的一次循环。 

b. Step： 

步进指定个迭代步，当主界面中的 step 为 0时，会弹出窗口要求输入。 

c. Delay Step： 

指定每秒步进的次数（实际为步进指定步数后 sleep 1 秒）。当主界面中的 delay

为 0 时，会弹出窗口要求输入。 

另外，若单击 Analysis->Stop，则程序会使 Delay Step 暂停。而单击 Analysis->continue

后，程序便构建完剩下的数据结构。如下图所示： 



6. 实验总结及未来工作展望 

在本次实验中，我们对测地线算法进行了调研，并实现了[1]中的改进 CH 算法，同时，

对原始论文中一些没有阐述清楚的地方进行了研究。另外，我们编写了演示程序来直观地演

示算法构建测地线距离的过程。 

我们的实验也有不足的地方。我们的验证环节比较薄弱。我们针对球和立方体这两种情

况进行了正确性验证，也使用了一些规模较大的数据进行压力测试(如 budda_simply.ply, 

n > 7000)，但总体上讲还是比较欠缺。最近我们针对测地线算法请教了刘永进老师，他给

我们介绍了一些关于测地线算法的 benchmark。以后可以用这些 benchmark 对我们的实现进

行进一步的验证。 

对所有顶点进行扩展是当前实现的一个主要问题。以后可以进一步考虑确定扩展顶点的

判别条件，从而进一步提高算法效率。 

测地线算法是图形学中十分基础的一个算法，它可以衍生出很多应用。但若将测地线算

法依托某一应用展现出来，却又在一定程度上湮没了测地线算法的基础性和重要性，因此我

们没有展示测地线的应用。以后可以考虑实现一系列基于测地线的应用，从而更好地体现出

测地线算法的应用价值。 
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8. 写在最后 

通过这次大实验，我们的工程能力得到了锻炼，在团队合作方面也有了很大进步。感谢

我们 A组的所有成员，如果没有所有成员的努力与奉献，没有彼此之间的合作与沟通，我们

不可能完成这项实验。再次对各位表示衷心的感谢。 


