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1. 问题背景 

1.1 概述 

斯坦纳树(Steiner Tree Problem)问题，是组合优化中一个历史悠久的问题。早在 17 世纪

初，法国数学家费马就曾提出过费马点问题，即对平面上任意给定的三个点，如何求出一个

点，使得该点到这三点的距离之和最小。费马点问题在后来被瑞士科学家斯坦纳

（J.Steiner,1796-1863）推广为：在平面上任意给定 n 个点 A1,A2,„„，An, 如何求得一点 P

使得 Ai至 P 点的距离之和 最小。1750 年，英国的辛普森(T.Simpson)进一步将这一

问题推广至一个加权问题，即对任意给定的三个正数 a1,a2,a3和平面上的三个点 A1,A2,A3，如

何求得一点 P，使 a1|A1P|+a2|A2P|+a3|A3P|最小。 

直到，1934 年和 1941 年，亚尔尼克(V.Jarnik)和克斯勒(M.Kossler)与库朗(R.Courant)和

罗宾斯（H.Robbins）进一步提出了现在所说的斯坦纳树问题：对于平面上给定的 n 个点 

A1,A2,„„，An，如何求出一个连接这 n 个点的最小网络。即所求的不是一个点 P，而是由

一些线段构成的连接这 n 个点的一个最小连通网络。这一问题被称为斯坦纳最小树问题

（Steiner Minimum Tree Problem,SMTP），简称为斯坦纳树问题。使得问题的应用范围大大

扩大，难度也大为增加。 

斯坦纳树问题在大规模集成电路设计、道路交通规划设计等领域都有着广泛的运用。 图

1 展示了一个 3 个点的斯坦纳树的例子。图中的 t1, t2, t3 是单位正三角形的三个顶点。(a)

为一棵长度是 2 的最小生成树，(b)为一棵长度为 的斯坦纳树。 

 

 

Fig 1. (a) 最小生成树 (b) 斯坦纳树 

(来源：Dingzhu Du and Xiaodong Hu[1]) 

 

斯坦纳树在大规模集成电路及无线传感器网络（物联网）中具有广泛的应用。 

 



1.2 斯坦纳树的构造 

对于斯坦纳树构造的认识，科学家有着由简到繁的递进式推进过程。 

意大利的托里切利最早解决了 n=3 的斯坦纳树构造问题。 托里切利指出：若在△ABC

的三条边上分别向外作一等边三角形，并对每一三角形作一外接圆，则此三圆交于一点Ｐ，

即为所求之点。但这只适用于三点所构成的三角形内角均小于 120°的情形。1647 年，意大

利的卡瓦列里（F.B.Cavalieri）进一步证明了上述作图中，在Ｐ点的三个交角∠APB,∠BPC

和∠CPA 均为 120°。1834 年海嫩（F.Heinen）提出并解决了存在一内角≥120°的情形。此种

情况为一退化情况，此时的点Ｐ应选在三角形最大内角的角顶。 

对于 n=4 的情况要比 n=3 时复杂得多，对于三点来说，斯坦纳树的可能连接方式有 4

种，但是对于四点来说，可能的连接方式就达到了 31 种
【2】。对此，1978 年波拉克（H.O.Pollak）

给出了一波拉克定理。 

对于 n=4 时，一般存在 2 株斯坦纳树，总长一般不相等，通过波拉克定理可不必求出

两株树再进行比较，但对于 n≥5 时，还没有发现这样的方法。并且已证明寻求 SMT(X)为一

NP 难题。目前所用的方法基本是枚举法。此时点集所组成的归类迅速增大。如当 n=6 时，

其数为 5625，而当 n=8 时则达到 2643795。因而目前这类问题主要有两种解决途径：一是

对 X 的性质加些限制：二是寻求问题的近似解。 

 

2. 设计方案 

前面已经提到对于 n 点的斯坦纳树构造为 NP 难题，在本项目中，我们使用启发式算法

对斯坦纳树问题进行求解。 

3. 系统设计 

3.1 开发环境 

Windows XP + Visual studio 2005 + MFC + OpenGL。 

 

3.2 编译与链接 

工程中使用了 MFC 自带的链接库，不需要特殊操作，但需要链接 OPENGL 的库

文件与头文件。 

 



3.3 总体框架 

系统主要分为三大模块： 

① 系统框架模块 

这部分是整个程序框架，负责数据的输入及输出，与其余两大模块进行连接发，

完成所有控件操作。 

 

② 核心算法模块 

     这部分主要实现核心算法，对输入点集构建斯坦纳树，并将结果返回给系统。 

 

③ 图形绘制模块 

     这部分主要完成图形界面的绘制，实现对算法结果的图形演示。 

4. 数据结构 

本工程中用到的一些基本数据结构如下： 

 

 

在算法运行的不同阶段，我们还使用了特定的数据结构。下面依次介绍。 



4.1Delaunay 三角剖分中的数据结构 

这一部分借用了之前第四组同学的代码。在计算三角剖分的过程中，使用了

DCLE结构。该结构要求Edge 表示一条有向半边，存储向关联的起始Vertex、终止

Vertex、所在Facet、下一条Edge、上一条Edge 等信息；Vertex 中存储一条相关Edge，

该Edge 的起始Vertex 就是该Vertex。相关结构的定义如下：

 

 

 



4.2Kruskal 算法 

为了保证Kruskal算法可以在O(nlogn)的时间内完成，我们在排序过程中使用了

堆排序算法，并且为Kruskal算法的连通分支合并过程设计了专门的数据结构： 

 

 

 

对于每一个连通分支，例如Set s，s.pointList中包含有位于该连通分支内的全

部点(Point)。除s.pointList中的第一个点外，s.pointList中的每一个点的setHead指针

指向s.pointList的第一个点。这样，在集合合并的过程中，例如集合A和B，只需将

A的pointList的头指针连接到B的pointList链表的尾部，同时修改A的第一个点的

setHead，使其指向B的pointList的第一个点。这样，可以保证集合的合并在常数时

间内完成。 

同时，对于查找一个点坐在的连通分支的操作，只需不断地向前查找其setHead

指针，当setHead->next为空时，其所代表的点坐在的集合便是所求的集合。 

 

4.3 计算 Steiner Minimal Trees 

在计算Steiner Minimal Trees的过程中，除了以上提到过的基本数据结构，我们

还使用了边链表结构： 

 

在计算Steiner Minimal Trees的过程中，由于需要频繁加入新的Steiner Point，

并删除2度的Steiner Point，因此我们采用点－边双链表的结构保存计算结果，即，

将当前点集（包括初始出入点和新加入的Steiner Point）组织成一个链表，同时每

个点包含一个由端点为该点自身的边组成的边链表。 

 



5. 算法介绍 

5.1 相关知识 

首先介绍几个已被证明的定理（具体证明请见参考文献一）： 

1. 在欧氏空间中，一棵斯坦纳树中的任何一个点的度数都小于等于三，其中任何一个

斯坦纳点的度数正好为三，这是由于如果一个斯坦纳点（v1）的度数为一，则可

以立即删除它，如果为二(假设与其相关的两条边为 v1v2,v1v3)，则可以连接 v2v3,

并去除 v1v2,v1v3 使总距离更短，如果度数为四，则与其相关的四个角度中必有

一个度数小于 120 度，则可以通过构造费马点使总距离更小； 

2. 在欧氏空间中，一个斯坦纳树中最多有 N-2 个斯坦纳点； 

3. MST RNG DT  ,其中 MST 是最小生成树，RNG 是相关邻居树（假设两个点

v1,v2 则它们称为相关邻居，如果： 1 2 1 1 2 2v v v w or v v w v      ），

DT 是 Delaunay 三角剖分得到的图； 

4. 如果 T＝（V, E）是欧氏空间中对于有限点的一棵斯坦纳树，则其中任意一个斯坦

纳点都是其邻居的费马点； 

5. 对于欧氏空间，与斯坦纳树中的斯坦纳点相关的三个角都为 120 度。 

6. 对于三个点 A,B,C，如果其有一个角度大于等于 120 度，则其费马点即 120 度角所

在的点，如果所有角度都小于 120 度，则其费马点可以通过以 AB,BC,AC 为边向

外分别画出正三角形 ABC’,BCA’,ACB’, 则 AA’,BB’,CC’的交点即为费马点。 

 

 5.2 算法思想 

在此算法中，给定一个点集，我们先构造点集的 Delaunay 三角剖分，通过得到的

三角剖分结果，寻找最小生成树。 

在得到的最小生成树中，我们进行多轮扫描，一轮的定义如下： 

首先将当前所有点都加入到一个队列中，从队头开始处理每个点，对于每个点，

查看其是否有小于 120 度的角，如果有，则求出其费马点，并将新求出的费马点加入

到队列，加入后还需要查看是否产生了度数为二的斯坦纳点（不可能产生度数为一的

点），如果产生了，则需要将此点移除，并新加一条连接与此点相关的两个点的边；

如果没有，则将此点从队列中移除。 

按照此算法，算法的每个步骤都会朝着 SMT 前进，即其距离和会减小（无论是

生成费马点还是去除二度点，都会使得距离减小），但是却不会最终达到 SMT，即其

会无限循环下去（如果精度足够高的话），原因见下图示例： 



  

以上两图为算法过程中两个相邻的过程，即左图发生后就发生了右图，左图中 A

角为 120 度，但 B 角小于 120 度，在 A 点左上方的斯坦纳点去除后（去除二度点），

会以 B 角为基础求费马点，然后得到右图，在右图中 A’角小于 120 度，B’角为 120

度，接着以 A’角为基础求费马点，可知 A’’将得于 120 度，B’’将小于 120 度，如此循

环,可以证明（如归纳法），两个角都永远无法都达到 120 度，即算法将无法终止。 

在真实的程序中，程序不能永远循环下去，只能找到一个次优解，即满足某个精

度要求即可。 

在我们的算法中，我们由用户决定何时终止算法（即演示的时候按下 CANCLE

键即可终止算法），并且由于机器的显示只能显示像素极的，我们以像素级为最高精

度要求，当在像素级别无法找到更优解时（即找到费马点），即终止程序，并将结果

显示出来。 

 



5.3 算法流程图： 
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5.4 关于求解费马点 

Fermat点问题是计算组合优化中的一个经典问题。对于尺规作图求解fermat点，目

前已有确定性的精确算法。但是，对于给定三个点的坐标，通过代数方法求得fermat点

的解析解，是一个比较困难的问题。我们查阅了大量文献，没有找到代数求解fermat点

的解析公式，也未能找到一个多项式时间的算法来精确求解fermat点。 

为了满足项目需要，我们采用像素遍历的方法求解fermat点。即，对于一个给定的

三角形，我们依次遍历这个三角形内部的全部像素点，对于每个像素点，计算该点到三

角形三个顶点的距离和。当三角形内部的全部像素点均被遍历后，我们便可以取到三个

顶点距离和最小的那个点作为该三角形的fermat点。 

这种方式实质上类似于Brute-Force方法，看起来具有极高的时间复杂度。但是，通

过对问题的深入分析，我们发现，对于我们的整体算法来说，该方法具有一种十分优良

的性质，对于点链表的没一趟扫描，通过该方法求得全部fermat点的计算量的总和是一

个常数！ 

这是因为，在计算Steiner Minimal Tree的过程中，我们实际上是把空间分割成了若

干不想交的三角形的集合（考虑我们是在求得Minimal Spanning Tree的基础上计算

Steiner Minimal Tree的，而Minimal Spanning Tree恰是Delaunay三角剖分的子图）。我们

所要做的，就是在每一个三角形中求解一个fermat点（如果存在的话），然后更新点集

（也就是更新了点集的三角剖分，这时的点集已经不同于初始输入时的情形了），直到

不能找到新的fermat点为止。 

我们在实现的过程中，是通过对点链表的扫描来求解Steiner Minimal Tree的。那么

在对点链表的每一趟遍历中，从遍历开始到结束，我们实际上恰好将当前点集所围成的

凸包内的全部像素遍历了一遍，不多也不少。由于屏幕所限，点集所围成的凸包内的像

素数会以常数为界。这就是说，对于点链表的趟扫描，其操作的总和为一个常数！ 

在测试程序的过程中，我们发现，对于n个初始点的输入，使用我们的算法求解

Steiner Minimal Tree时对点链表所进行的总的扫描的趟数均落在[0.5n, 1.5n]之内，即扫

描的趟数为O(n)量级。这样，由于每趟扫描只是进行了常数次操作，那么在计算出最小

生成树之后，求解Steiner Minimal Tree实际上只是具有O(n)的时间复杂度。 

虽然我们未能证明这个结论的正确性，但是通过大量数据的验证，我们观测到在绝

大多数情况下（特别是随机生成的点），计算出最小生成树后求解Steiner Minimal Tree

的时间大致等于计算最小生成树之前计算Delaunay三角剖分的时间，也就是说，它至少

是不慢于O(nlogn)的时间复杂度的。 

 

6. 运行结果与分析 

 



6.1 界面整体外观 

 

1000 个点的斯坦纳树 

在上图中，绿色点为初始输入点，黄色点为斯坦纳点，粉色边为保留下来的最小生

成树中的边，青色边为因斯坦纳点的引入而新加入的边。 

6.2 使用手册 

 （或者“File”“New”）：新建功能。清空界面和数据集，重新初

始化程序。 

 （或者“File”“Open”）：打开功能。从指定格式的文本文件中读

入点集。 

 （或者“File”“Save”）：保存功能。将界面中显示的点集数据以

指定格式保存至文本文件中。  

   (或者“Run”“Run”)：运行功能。依据界面的上的点集数据，生成斯

坦纳树，并将结果显示在界面中。 

  （或者“Run”“Play”）: 单步执行功能。单步演示斯坦树的生成过程。 



 （或者“Run”“Cancle”）:取消功能。在运行过程中取消运行，在演示过程中

停在某个次优解处。 

  （或者“Input “Random”）随机生成功能。在弹出的对话框中填入点数，界

面将自动生成所需的随机点集。 

   （或者“View”“Room Out”） 放大功能。点击此图标后，用鼠标左键

点击界面中需放大的部分，界面即可放大显示部分细节。  

   （或者“View”“Room In”） 缩小功能。点击此图标后，用鼠标左键

点击界面中需缩小的部分，即可获得更大的视图范围。 

   (或者“View”“Normal”)还原功能。点击此图标后，界面将恢复至原始大

小的图形界面。 

  （或者“View”“Move”）移动功能。点击此图标后，可用鼠标左键拖动界面，

以观察所需部分的图形界面。 

6.3 部分运行结果 

 

10000 个点的斯坦纳树                    经放大后的图形界面 

 动态演示的过程如下图所示： 



 

             演示过程                                 演示过程 

7. 进一步的工作方向 

对于我们来说，Steiner Spanning Tree 问题是一个全新的领域。小组成员从搜索相

关资料文献、学习相关理论知识、设计数据结构与算法到最终编码实现，经历了一个比

较艰辛的过程。在这个过程中，我们对 Steiner Spanning Tree 问题有了更加深入的理解，

同时我们也发现了在最初的数据结构与算法设计中所存在的一些问题。由于项目时间所

限，我们没有在程序中将这些问题全部解决。根据我们项目中所存在的问题，我们将在

今后的工作中针对如下方面进行改进： 

 

a) 对本项目所用算法的改进 

i. 使用事件队列代替线性扫描 

在寻找 Steiner Point 的过程中，我们采用了线性扫描的方式，即不断地对整个

点链表进行扫描，直到不能找到新的 Steiner Point 为止。这种方式可能会带来很多

无用的重复扫描。针对这个问题，我们认为可以借鉴扫描线算法中事件队列的思想，

通过一定程度的判断，仅将有可能产生 Steiner Point 的点或边记入事件队列。这样，

就有可能大幅度降低扫描过程的时间复杂度。 

ii. 优化 fermat 点的求解方法 

Fermat 的解析求解时一个非常困难的问题。在本工程中，为了在较快的时间

内进行演示，我们采用了像素扫描的方法。虽然这种方法可以保证在对整个点链表

的扫描中仅会扫描常数多个像素，但是对于比较大的显示空间，效率仍然比较低。

而且，这种方法也不具有通用性。 

在今后的工作中，我们会进一步改进寻找 fermat 点的方法，提高求解 fermat

点的效率。 

 

b) 探索更加优质、高效的算法 

本工程所使用的算法本质上属于启发式一类，改算法能够保证在较快时间内收

敛，但不能保证结果的全局最优性。 

目前，对于二维欧式空间的 Minimal Steiner Tree 问题，虽然存在多项式级别的

确定性解法，但是，其复杂度为 O(n
4
)甚至更高，以至于不能应用较大规模的数据。 

在今后的工作中，我们将进一步寻求更加高效、的算法。 



8. 项目中遇到的问题及解决方案 

1） 对Steiner Minimal Tree问题缺乏了解 

在进行这个项目之初，小组三人对Steiner Minimal Tree问题（以下简称SMT问

题）均不熟悉。为了较好地完成此次项目，我们查阅并阅读了大量相关文献，其中

包括两本专门介绍SMT问题的书籍“Steiner Minimal Trees
[1]”和“Steiner Tree 

Problems in Computer Communication Networks
[2]”，还阅读了许多论文。 

通过阅读文献，我们对SMT问题有了深入理解，这为我们最终完成本次项目

奠定了重要的基础。 

 

2） 无OpenGL基础 

在上一个项目中，我们在显示图像的时候使用了MFC自身的作图功能。这样

画出的图像不够美观，效率也比较低。为了更加高效、优美地将运算结果显示出来，

我们决定在本次项目中使用MFC+OpenGL的方式进行绘图。 

由于小组成员均无OpenGL基础，我们从零开始学习了OpenGL的相关原理及操

作。通过对OpenGL的学习，我们顺利实现了项目初期设定的目标，较好地实现了

图像显示的功能。 

 

3） 平滑显示的问题 

由于MFC是通过调用onDraw()函数的方式进行屏幕上图像的绘制的，这样在数

据量较大的情况下，onDraw()函数就会运行较长时间，导致在这段时间内用户无法

控制显示面板的各项功能。这将带来很差的用户体验。 

为了解决这个问题，我们将显示图像的核心代码做成若干线程，在onDraw()

函数中有条件地启动这些线程。这样，我们就实现了计算与显示的分离，使得用户

可以在程序运行的任何时刻都可以观测到当前运行的结果，并能对运行状态进行自

由的控制。 

在多线程编程的过程中，我们遇到了若干临界区并发访问以及线程间死锁的问

题。通过深入的分析与仔细调试，我们妥善地解决了这些问题。 

 

4） 坐标变换的问题 

用户在进行输入或观看演示的过程中可能频繁地调整显示窗口的大小。这样，

由于调整窗口后点集的坐标空间发生了变化，最终计算与显示的结果可能与正确结

果差之甚远。在项目开发初期，我们没有考虑这个问题，导致实际测试的时候图像

显示产生了各种不可预期的错误结果。 

为了解决这个问题，我们将图像坐标进行了一致性映射。在计算的过程中，将

所有点的坐标统一映射到一个标准的坐标空间，在显示的时候根据显示窗口的大小

将点的坐标映射到显示空间。这样，我们就解决了坐标不一致的问题。 

 

 



9. 我们的收获 

通过本次项目，我们学到了很多东西，受益颇丰。下面，我们对我们的收获做一个

总结。 

i. 深化了知识结构 

在完成本次项目的过程中，我们深入学习了Steiner Minimal Tree问题。小

组成员对SMT问题经历了一个从无知到了解到比较深刻的理解的过程。同时，

在学习SMT问题的过程中，我们也对之前学习过的一些知识，比如Delaunay

三角剖分、最小生成树、线程间的并发与同步等问题有了更加深刻的理解。 

通过本次项目，我们深化并扩展了自己的知识体系结构，相信这对我们今

后的学习与研究工作将会产生非常有益的影响。 

 

ii. 提高了编程能力 

在编程实现的过程中，我们学习了MFC、OpenGL、多线程编程等之前不

熟悉或知之甚少的编程技巧。通过实际编程，我们比较熟练地掌握这些技巧，

大大提高了我们编写程序解决实际问题的能力。 

 

iii. 提高了团队协作能力 

由于我们是以团队的形式共同完成项目，因此团队成员间的沟通与协作就

显得至关重要。在本次项目开发过程中，小组成员之间进行了充分、有效的沟

通，通过制定计划、定期开会、统一函数接口等方式保证了成员间的有效协作，

为最终顺利完成项目提供了保障。 

通过本次项目，我们提高了自己的团队协作能力，这对于今后实际步入工

作岗位来说，将是一笔宝贵的财富。 

 

10. 特别致谢 

在项目开发过程中，我们受到了很多帮助，我们对曾经帮助过我们的老师和同学表

示衷心的感谢。感谢邓俊辉老师对我们的关心以及知识上的指导。感谢第一次实验中第

四组同学的辛勤劳动（虽然我们不知道你们是谁，但你们关于Delaunay三角剖分的代码

实现为我们带来了非常大的帮助）。感谢王俊同学对图形用户界面的设计所提出的宝贵

意见。 
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