
平面点集的三角剖分 

 

1 问题背景 

 

三角剖分是计算几何中的一类经典问题，我们研究的是这一问题的简化版本――平面点 

集的三角剖分。所谓平面点集的三角剖分，是一种特殊的子区域划分――在这种划分中，如

果在其中任意两个（没有直接相联的）顶点之间引入一条新的边，都将破坏其平面性。换言

之，对于平面上的一个点集 P={p1, …, pn}, 令 S 为 P 的一个三角剖分，则任何不属于 S 的边，

都必然与 S 中已经存在的某条边相交[1]。 

按照这一定义，三角剖分的存在性是显而易见的。我们的问题就是求出这样的一个三角

剖分，并将其在图形界面上加以显示。 

 

 

2 算法及原理 

 

2.1 三角剖分 

三角剖分的算法流程图如下： 

1.输入数据
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数据
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其中第四部分为算法的核心部分，采用分而治之的思想，将一个点集按照其 X 轴坐标，

不断地分成左右两部分，如果 X 轴坐标相等，则按 Y 轴坐标分为上下两部分，如下图所示： 
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注意：P1，P2 点 X 轴坐标相等，是按照 Y 轴坐标进行划分。 

直至只有两个点或三个点的基本类型的情况（任何大于一个点的点集都可以表示为两个

点和三个点的组合），基本类型的表示图如下： 

基本类型一 基本类型二
 

其中，每一条单边都可以用一条 DCEL 记录表示，故在基本类型一中，有两条 DCEL

记录，有类型二中，有六条 DCEL 记录。 

在构造好了基本类型后，要对它们进行合并，即 Merge 算法，每次找到左半部分的最

右方（当存在多个最右方点时，取最上）的点，右半部分的最左方（当存在多个最左方点时，

取最下）的点，首先连接这两个点，如下图所示： 
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并处理其中的 DCEL 记录，即： 
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e1->twin=e2, e2->twin=e1, e3->next=e1, e5->pre=e2, e4->pre=e1, e6->next=e2. 

接着按照构造凸包时的合并算法一样，进行三角剖分，并处理 DCEL 结构，我们介绍

其中的某个状态： 
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红线为当前所需处理的直线，同样，加入这条线后，处理 DCEL 记录： 

e1->twin=e2, e2->twin=e1, e3->next=e1, e5->pre=e2, e4->pre=e1, e6->next=e2. 

逐条边地加入，直至所有的直线都加入，此时即完成了合并的程序，即 Merge 算法。 

 

2.2 直线穿越 

与介绍的直线穿越算法不同，本算法通过先找到任何一个与直线相交的三角形，再分别

向两边穿越，最终找出所有经过的三角形，流程图如下： 
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找出与直线相交的第一个三角形面的做法是通过遍历所有的面（除了最外的不封闭的面）

进行的寻找的，当不存在时，即直线不穿越任何面。对于所有的三角形面，与直线有交集的

情况有如下几种： 

1. 2. 3.
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其中，第 1，2 种情况不能算在穿越三角形面的情况之内，3，4，5，6 种情况可分为三

种，一种是有两个点在三角形里（包括位于三角形的边或点上），第二种是有一个点在三角

形里，第三种是没有点在三角形里。对于第一种（第 7 种情况），不需要进行穿越处理；对

于第二种（第 4，5 种情况），需要向一端进行穿越；对于第三种（第 3，6）种情况，需要

向两端进行穿越。 

穿越时，也分两种情况，一种是通过边进行穿越，另一种是通过点进行穿越，第一种情

况如下图所示： 
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通过求出 e1 的对偶边 e2, 就可以找到下一个面。 

对于第二种情况： 
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此时可以通过 e1 的对偶边得到下一个面 F2，通过对偶边的下一条边的对偶边

（e1->twin->next->twin）可以得到 F3，不断寻找下一条边择偶边，可以把围绕此点的所有

的三角形遍历，在遍历的过程中寻找与直线相交的三角形，如果找到，则退出遍历，如上图，

当找到 F5 时，则找到了需要找的面。 

寻找的过程中，会遇到退化的情况，比如点穿越时，会遇到直线与边重合的情况，此时

只需要对边另一端的点继续做点穿越即可（也可以存在线不够长，无法到达下一个点的情况），

如下图所示： 
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对于第 1 种情况，只需继续对 P2 进行点穿越即可，第 2 种情况下即可停止寻找下一个

面。 

通过穿越，最终无法找到与直线相交的三角形或已经到达最外面不封闭的面的时候，即

认为已经找到此方向所有与直线相交的面。 

 

 

3 系统设计 

 

3.1 开发环境 

Windows XP + Visual studio 2008。 

 

3.2 编译与链接 

工程中使用了 MFC 自带的链接库，不需要特殊操作。 

 

3.3 总体框架 

系统主要分为三大模块： 

① 系统框架模块 

这部分是整个程序框架，负责数据的输入及输出，与其余两大模块进行连接发，

完成所有控件操作。 

 

② 核心算法模块 

     这部分主要实现核心算法，对输入点集进行三角剖分，并将结果返回给系统。 

 

③ 图形绘制模块 

     这部分主要完成图形界面的绘制，实现对算法结果的图形演示。 

 

 

4 数据结构 



 

4.1 点的结构 

 

 

4.2 边的数据结构 

 

 

4.3 边的双链接表结构 

 

 

4.4 点的双链接表结构 

 

 

4.5 面的结构 

 

 

 

5 运行结果与分析 

 

5.1 一般情况下的结果展示 

 



      

       30 个点的三角剖分 

 

 

   剖分后的直线穿越 



 

5.2 退化与临界情况的测试 

5.2.1 输入点全共线 

在这种情况下，将不做剖分，直接输出直线。 

  

5.2.2 点数不足 3 点 

2 个点的时候，不做剖分，直接输出直线。 

 

  1 个点的时候，不做剖分，直接输出点。 

 

 

5.2.3 压力测试 

随机生成 100 万个点，能够运行通过。由于没有做图像的放大功能，在这

种情况显示的结果基本看不清楚。这是我们的一个不足之处，今后要重点

改进。 

 

 



 

生成 100 万个点后的效果 

 

 

剖分后的结果 

 



6 不足与展望 

6.1 知识方面的不足 

1) 由于本组三人均不是图形学或图像处理方向，因此在这方面的基础知识比较薄

弱。 

2) 小组成员中的 2 人之前均未进行过 VC++方面的编程开发，致使项目是在边学

语言边写程序的情况下完成的，影响了项目的实现效果。 

 

6.2 算法方面的不足 

1) 本算法只实现了基于分治策略的三角剖分，算法主要参考了邓老师关于凸包算

法的课件中的“Divide-and-conquer (2)”一节。这个算法没有对三角形状进行

限定，因而得到的三角形状不够美观，也不够实用。 

2) 在图形显示的过程中未采用双缓冲技术，致使显示大规模数据的时候产生了一

定的延迟。 

 

6.3 界面方面的不足 

1) 在显示界面中为加入图像缩放功能，致使在显示大规模数据时不够清晰。 

2) 图像显示得不够美观。 

 

6.4 未来工作 

经过本项目的开发，小组成员积累了编程方面的相关经验，对计算几何有了

更深刻的理解。在未来的工作中，我们将深入学习计算几何的相关知识，熟练自

己的图形编程技巧，解决本项目中所未能解决的问题，更好地完成邓老师所布置

的第二个任务。 
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