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问题描述： 

在平面上有一个图，图上有一些顶点，每一个顶点有一个权重。要求从这些顶点中选出若干

个来，用这些顶点做为圆心做单位圆，可以覆盖其他所有顶点，且选中顶点的权重总合尽可

能小。如下图，就是一个符合条件的覆盖： 

 

图中点为要求覆盖的点，红点为被选中的圆心。 

问题的应用： 

说一个比较简单的应用得例子：一个地区有一些信号发射站，每个发射站的发射都只能确保



将信号发射到一个相同大小的圆内。而且由于地理位置的不同，每个发射站的发射功率不同，

因此发射的成本也不一样。现在有一个消息，从这些发射站中选出几个来广播，要求所有发

射站收到，问如何能使发射成本最低？ 

相关工作： 

 1990 年，Clark，Colbourn 和 Johnson 等人在名为 Unit Disk Graphs 的论文中证明了

此问题是 NP 完全的  [1] 

 2006 年，Ambuhl 等人在一篇论文中给出了此问题的一个时间复杂度为多项式级的

近似算法，近似比为 72  [2] 

 2008 年，高晓峰（音译）等人给出了此问题的近似比为（6+epsilon）的多项式级近

似算法  [4] 

 2008 年，戴德承和余昌远在一篇论文中给出了此问题的近似比为（5+epsilon）的多

项式级近似算法  [3] 

由于在理论研究中，大家一般只重视近似比，对于时间复杂性只要求是多项式级别即可，对

于具体的幂指数量级并不关心，因此一些近似比较好的算法（如上面提到的后两个）复杂性

一般太高，不适合实际使用。 

我们参考了以上一些算法设计中的一些技巧，在权衡时间复杂性和近似比的条件下，提出了

如下算法。 

算法描述： 

1. 将平面划分成边长为 2/2的正方形，确定每个哪些点在哪个正方形中。这步需要 O(n)

时间。 

2. 对于每个正方形，运行以下的覆盖子算法，计算覆盖这个正方形内的点的最优解，这些

正方形最多有 n 个： 

2.1 计算选中正方形内点覆盖方法的最优值。由于正方形内任何一个点都能覆盖整个正

方形，因此取遍其中所有点然后比较即可。 

2.2 对于正方形外的覆盖，方法比较复杂。 

首先，如下图，把正方形 e 外的点分成 8 块。 

 

然后，猜测选出正方形 e 中最左上的一个被下方（LL，LM，LR）覆盖而没有被 CL 覆盖

的点 p，最右上的一个被下方覆盖而没有被 CR 覆盖的点 p’。p，p’各做一条 45 度的斜线

交于 p’’。易于证明，p’’下方的三角形没有被 CL，CR 覆盖。这要猜测 n2 次。 



 
同理在上方猜出 p’’’和 p’’’’，猜 n2 次。这四点下方的三角形连接成一个沙漏状。 

 
这个沙漏只由上下方的圆覆盖，用动态规划可以算出沙漏的最佳覆盖。然后同样用动态

规划算出沙漏外左边和右边的两个三角形的最优覆盖。将这两者合并。动态规划的运算

时间大约是 O(n5)级别。 

由于 UR，UL，LL，LR 可能会被计算两次，因此这个解的代价最多是最优解的 2 倍。 

这一步的总时间不大于 O(n9)。 

2.3 比较这两者，取较好的一个。 

3. 合并所有正方形的结果。由于每个圆最多覆盖 14 个这样的正方形，因此这里最多产生

14 倍的偏差。 



 

因此，综上，这个算法的时间复杂度不超过 O(n10)，其结果最多是最优解的 28 倍。 

程序实现： 

我们用 C#语言实现了上述算法，在 Microsoft Visual C# 2008 Express Edition 开发环境下开发

了程序，并使用.NET 框架类库中的 Windows Forms 组件开发了图形界面。 

程序启动后，将会出现如下界面： 



 

这时用户可以 

1、 调整随机产生样点的数目，然后点击 generate 按钮产生一组随机样点，程序将提示

用户保存产生的样点； 

2、 点击 import 按钮导入过去保存的样点数据 

在有了一组样点数据之后，程序将会把样点显示在左上部分的绘图区域中，点的权值将用点

的大小形象地表示，点的半径和它的权值成正比，如下图： 



 
然后，用户可以点击 compute 按钮进行支配集的计算，计算结果将立刻显示出来，如下图： 



 

这时用户可以点击某个方格察看该方格的支配集选择方案，并在右侧的文本框中看到详细的

计算情况，如下图（察看程序选择的左起第一列上起第三格的支配集）： 



 

在察看完毕之后，用户可以点击 export 按钮保存计算出的（整体）支配集的方案。 
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