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摘要 
 
 本次计算几何实验实现了三维空间中不同大小的球之间的欧几里得距离

Voronoi 图的计算和显示，通过实现文献[1]中追踪 Voronoi 边的算法，能够在最

坏情况下 O（mn）的时间复杂度下完成对 Voronoi 图的构建，其中 m 为 Voronoi
边的数量，n 为三维空间中球的个数。另外，由于三维空间中不同大小的球之间

的欧几里得距离 Voronoi 图的边为曲线，Voronoi 面为曲面，本实验将 Voronoi 图
的边表示成有理二次 Bezier 曲线，并且用 OpenGL 实现了二次曲面的显示。 
 

一、 介绍 
 
 自从俄国数学家 G. Voronoi 定义 Voronoi 图之后，Voronoi 图就成为了包括计

算几何学在内的多门自然科学、工程学的重要课题。对通常的二维点集的 Voronoi
图算法的研究已经非常成熟，但是对于二维圆的 Voronoi 图和三维球的 Voronoi
图的研究还非常少，尽管他们在自然科学和工程学中有许多很有意义的应用。对

于二维圆的 Voronoi 图和三维球的 Voronoi 图的研究通常集中在对加权 Voronoi
图如 Power Diagram 上[2]，这种 Voronoi 图的是由直线和平面构成的，所以它的

构成和可视化比本实验中的欧氏 Voronoi 图要简单。 
 
 Voronoi 图在各门科学中有极大的应用空间。在生物信息学中，可以用来计

算分子的表面积，参考分子表面积的定义，考虑一个探测球在分子表面的原子间

运动，因为 Voronoi 图上的点与距离最近的原子表面距离相等，所以对于给定探

测球半径 R，其同时和两个以上原子相切时的轨迹必然在 Voronoi 图上，所以我

们可以的到探测球运动的轨迹，从而进一步计算分子的表面积。[3][4] 
  
 与其他类型的 Voronoi 图或 Power Diagram 不同，三维球的欧氏 Voronoi 图只

有少量前人的工作 Deok-Soo Kim 等在文献[1]中提出了一种计算三维球的欧氏

Voronoi 图的算法。该文献讨论了三维球的欧氏 Voronoi 图的一些属性，并且提

出了一种基于边追踪的 Voronoi 图构建算法，描述了如何能正确而有效的追踪

Voronoi 图的边并且讨论了如何解析的表示 Voronoi 图的边和面，并提出了一些

实验结果。 
 
 图 1 和图 2 分别表示了二维圆的 Voronoi 图和三维球的 Voronoi 图。 
      



 
图 1 二维圆的欧式 Voronoi 图 (a) random circles, 

and (b) circles on a spiral 
 
 

 

   
图2 三维球的欧式Voronoi图(S): (a) an ®-helix consisting of 67 atoms, and (b) PDB 

ID 1BH8 consisting of 1,074 atoms (680 C’s, 181 N’s, 203 O’s, and 10 S’s). 
 
其中，图 2 表示了 Voronoi 图在原子结构中的应用。 
 
 文实验报告由如下几个部分组成：第二节介绍本实验报告中用到的一些术语

和符号，第三节分析 Voronoi 图结构的基本单元如点、线、面以及他们的计算公

式，第四节在第三节的基础上描述了本实验报告中实现 Voronoi 图的算法，最后

介绍了一些今后的工作，如何将 voronoi 图应用到分子表面积计算。 
 

二、 文中一些术语和符号 



 
 在本实验报告中，将用 B = {b1， b2，…， bn}来表示空间中三维球的集合，bi = 
(ci， ri)， 其中 ci = (xi， yi， zi)为第 i 个球的球心，ri为第 i 个球的半径。我们

认为没有一个球完全包含在另一个球中，但是可以允许两个球相交。也就是说，

我们将不会计算球之内的 Voronoi 图。对于任何一个球 bi，它都有一个 Voronoi
区域 VRi，满足 

 
 

这样，EVD(B)= {VR1, VR2,…, VRn} 就叫做 B 的欧式 Voronoi 图。在本实验中，

Voronoi 图的拓扑结构表示成 G = (V;E)，其中 V = {v1; v2; …}, E = {e1; e2; …} 分
别为 Voronoi 顶点和边的集合。得到 G 后，我们就可以计算 Voronoi 面的集合 F = 
{f1; f2; …} 。在本实验中，我们用通常的 L2 测度来代表欧式距离，即 
 

 
 

 通常情况下，Voronoi 图的顶点为集合 B 中的几（通常为 4）个球的内切球

的球心。而 Voronoi 图的边也是由集合 B 中的几（通常为 3）个球共同决定的。

假设有一条边 e，那么如果它不延伸到无穷远，它将由两个 Voronoi 顶点构成起

点和终点，设他们分别是 vs 和 ve。通常情况下，夹成 e 的三个球叫做 e 的 gate 
balls，而 vs 是 gate balls 和另一个球 bs 的内切球的球心，同样 ve 是 gate balls 和
另一个球 be 的内切球的球心。注意这里的 bs 和 be 在某种特殊情况下可能是同

一个球，这种情况会在后面讨论。图 3 三维欧式 Voronoi 图在二维上的一个示意

图。 
 
 本实验中另一个很重要的定义是角距离 θ。它是如下定义的：给定三个 gate 
balls，不妨设最小的球为 bg1，那么起点 vs 到点 p 的角距离就定义为∠ vscg1p，其

中 cg1 为 bg1 的圆心。注意角距离的是有方向的，它的正方向由边 e 的方向确定，

所以 0 < θ< 2π。在图 3 中，有很多球可以与起点 vs 定义角距离，我们称形成的

角距离最小的那个球是离起点 vs最近的。 
 



 
图 3 欧式 Voronoi 图及一些符号表示 

  

三、基本几何结构 
 
 在平面 Voronoi 图的计算中，通常将计算 Voronoi 顶点坐标和 Voronoi 边的公

式分开进行，我们将这一方法拓展到三维。在三维中，Voronoi 图不但有顶点和

边，还有面这一几何结构。在构造 Voronoi 图的拓扑结构时，计算顶点是不可避

免的，但是当有了顶点以及他们之间的连接信息后，Voronoi 图的拓扑结构已经

生成，所以边和面的具体计算表达式不是必需的，只需要在显示 Voronoi 图的时

候得到即可。这使得分别计算它们成为可能。 
 
3.1．顶点的计算 
 
 由 Voronoi 图的定义，在非退化情况下，Voronoi 顶点是由它周围的 4 个球夹

成的内切球的球心，且这个内切球不与集合 B 中的其余的球相交。这样一个内

切球的计算在文献[]中有很好的算法如下。 
  
 假设 b1,…, b4 为组成一个 Voronoi 顶点 v 的四个球，不妨设 b4 为最小的球，

那么我们可以将四个球的半径都减小 r4，这样，b4 就缩小成一个点。我们以该点

为坐标原点，设内切球的球心位置为(x, y, z)，半径为 r，其余三个缩小后的球相

对原点圆心坐标为(xi, yi, zi) ，半径为 ri ，那么 x，y，z，r 满足以下公式： 
 
 
 
 



 
 简化后，前三个方程可以表示成关于 r 的线性方程，那么可以用代定系数法

将 x，y，z 表示成 r 的一次函数，再将它们带入第四个等式，可解出 r，从而得

到 x，y，z 的值。再通过最小球的球心坐标和半径，可以得到内切球在原坐标系

下的球心和半径。 
 
 通过分析以上四个方程可知，最终的解有四种情况： 
 

（1） 无解。这说明四个球没有内切球，比如说四个球在一条直线上且半径

相等，这是一种退化情况，本实验暂时不考虑这一情况。 
（2） 一个解。这是一个最通常的情况。四个球形成一个内切球。 
（3） 两个解。这说明四个球形成两个顶点，这是三维球的 Voronoi 图与三

维点的 Voronoi 图的一大区别。这也是第二节中提到的一种情况——

一个边的起点和终点都是由相同的四个球决定的——生成的原因，在

后面算法部分我们会进一步分析。 
（4） 无穷多解。这也是一个退化情况，这样就是 5 个或 5 个以上球决定一

个顶点，本实验也不考虑这一情况。 
 

 本实验通过实现以上算法方法求解了 Voronoi 顶点的坐标。 
 
3.2．边的计算 
 
 当拓扑结构 G = (V，E)构建好后，为了显示 Voronoi 图，我们需要把边的参

数表达式求出来。一般情况下边是由三个球决定的，我们采用和计算顶点相同的

方法计算边，将最小的球缩成一个点，便能得到下面的方程： 

 
 通过对这三个方程分析可以得知，这条边是一个平面与一个二次曲面的交，

那么这条边就在一个平面上，而且是一段二次曲线，一段二次曲线可以由一条有

理二次 Bezier 曲线来参数化： 
 

 
 



其中，w0=w2=1，p0和 p2 是边的起点和终点，这个信息是在拓扑结构G = (V，
E)中的。p1是从p0和 p2点出发，分别沿这两点上曲线的切线方向的延长线的交点。

w1可以由曲线上任意一个另外的点计算出来。也就是说，我们只要知道曲线段上

起点和终点处的切矢，再加上曲线上任意一点的坐标就可以参数化这条曲线段，

从而将它离散化，显示到屏幕上。 
 
 由于Voronoi边的性质，它上面任意点的切向，与这一点连到三个gate balls的
向量所成角度必两两相等，这样就能求出起点和终点处的切矢；而曲线上任意一

点，可以通过计算三个gate balls所在的平面上，曲线经过的点来获得，计算时相

当于将求Voronoi顶点的算法降到二维上，求三个圆的内切圆，注意也会出现两

个解的情况，处理时要格外注意，如图4所示。

 
图4 求解Voronoi边上一点 (a)一个内切圆 (b)两个内切圆 

  
 求得过曲线上的一点后，w1由如下公式获得： 

            
 其中τ0, τ1, and τ2为该点在三角形(p0 ，p1 ，p2)内的重心坐标。可以通过判断

这一坐标来确定该点是否在曲线段内，如果不在，上面求得的w1还需要反号。这

样，我们得到了边的绘制方法。如果一条边发射到无穷远，我们在该方向上加入

一个虚拟的终点，这样不但能绘制发射到无穷远的边，还方便了后面绘制发射到

无穷远的面。 
 
3.3．面的计算 
 
 每个面是由构成边的任意两个球决定的，所以遍历一下得到的边就可以生成

所有的面。由于不同大小的球之间是曲面，所以要显示面必须将它均匀三角刨分。

直接进行刨分是很难的，好在我们可以利用Voronor面的一些性质。 
 
 决定Voronoi面的两个球已知，我们可以将坐标变换成图5的位置，以两个球



心的中点为原点，原点到较小球球心的方向为z方向。 
 

 
图5 才的Voronoi面 

 
 我们称这一坐标系为两个球的标准位置。这样，给定xy平面上任意一点，我

们就可以求得它的高度： 

 
 当z取非负值时，为我们所要的点。Voronoi面是由Voronoi边围成的，所以要

绘制这个面必须知道它是由那些边围成。本实验用了以下方法。首先，在生成面

时有一条边，以它为起始边，向终点方向找下一条边。在我们的数据结构中，边

纪录了起点和终点，以及决定它的三个球。顶点纪录了发出去的4条边，以及决

定它的四个球。所以很容易得到终点发出去的边中，哪条边和起始边在同一个面

上，只要探测决定它的三个球即可。这样一条条边找下去，如果没有延伸到无穷

远的情况，必然会回到起始边。如果有无穷远边，即射线边，那么我们再从起始

边的起点出发，相反方向找下一条边，这样也必然能找到一个射线边，我们只要

将两个射线边的虚拟终点用直线连起来就可以了。这样我们就找到了所有围成面

的边。 
 
 找到边之后，由于我们用有理Bezier曲线表示每条边，跟据Bezier曲线的仿射

变换性质，我们只需要将其控制顶点变换到面的标准位置的坐标系下，整条曲线



就变换过去了，这也是我们采取Bezier曲线的另一个好处。为了做三角刨分，我

们可以将围成面的曲线的控制顶点都投射到标准位置下的xy平面，这样曲线也就

都投射到该平面了，然后将曲线离散化，得到一个非凸的多边形，应用均匀采样

现在多边形内部加入采样点，然后应用CGAL中的二维受限区域三角刨分算法，

将xy平面上的非凸的多边形三角刨分，再根据以上求高度的公式，将xy平面上的

每个点拔高，就得到了曲面的三角网格，最后就可以用OpenGL等工具绘制了。 
 

四、用边追踪的算法构建Voronoi图 
 
 要获得Voronoi图的表示，必须设计一种算法先得到它的拓扑结构，本实验采

用边追踪的算法，先找到第一个Voronoi顶点，然后计算它发出去的四条边的终

点，每个终点又发射出新的三条边，直到最后形成整个Voronoi图。 
  
4.1．初始化 
 
 要运用边追踪算法，我们必须先知道第一个Voronoi顶点，显然，并不是所有

的四个球都能形成一个Voronoi顶点，如果遍历的去找这四个点，最坏可能达到

O(n5)的复杂度。对此，本实验采用了一个技巧，先在远离集合B处建立四个虚拟

的球，让他们必然能形成一个Voronoi顶点，从这一点出发，应用边追踪算法找

Voronoi顶点，当找到一个顶点，决定它的四个球都不是虚拟点时，它就是我们

要求的始发点，这个初始化的过程复杂度是O(1)的。 
 
4.2．用边队列实现边追踪算法及计算边的终点 
 
 将新生成的边送入边队列，不停的取出最先放入的边来计算它的终点，这就

是这个算法的主要思想。那么这一算法中最核心的部分就是计算边的终点了。如

果找到一个球，它与决定边的三个球组成的内切球不与其余球相交，那么它就是

Voronoi边的终点，但是如果逐一探测球是否相交，生成每一个终点需要O(n2)的
时间复杂度。为此，文献[1]设计了一种算法能在O(n)的时间复杂度内完成终点的

寻找。该文献提出，如果一个内切球的球心是Voronoi终点，那么它在角距离的

度量下是离起点最近的，如图6所示。但是本实验在实现过程中发现，由于最小

球bg1的球心与Voronoi边不在同一平面内，所以这个角度会随着边的曲线轨迹先

变大，然后在不到180度的时候开始变小，这样无法直接度量角的大小。如果将

球心投射到Voronoi边所在的平面，那么可以通过边的方向把角定义到0和2π之
间，但是又不能保证该点肯定投射到曲线的内侧（虽然文献[1]中取最小球就是

为了保证这一点，但实际情况并不鲁棒）。为此，本实验设计了一个更为鲁棒的

算法来求得终点。 
 
 首先，我们需要在没有终点的情况下知道边的正方向，本实验可以证明以下

结论： 
 

设一条边的gate balls与起点所在内切球的三个切点所在的平面为n，组成起点

的另一个球bs与内切球的切点为点Ts，那么n的正法向定义为指向与Ts相反方向 



 

 
图6 终点与起点的角距离 



的法向，gate balls的球心所在平面m的正法向定义为与n的正法向夹角小于90度的

方向，那么若边曲线上起点到边曲线上一个任意点Va的向量与m的正法向夹角小

于90度，Va则是处于正方向上的点，否则不是。 
 

有了这一结论，我们首先可以直接去除所有生成内切球球心在相反方向的球，这

大约是n/2个球，剩下的球需要作比较，也不用比较相对难算的角度，可以直接

比较生成的内切球球心在曲线上的位置。 
  
 再寻找到终点后，必须判断这个终点是否已经是计算过的顶点，如果是，就

没有必要再发出三条边，为了不增加复杂度，我们设计了一个哈希表储存已经计

算的顶点，用决定顶点的四个球作为他们的字典序序码。 
 
 注意寻找终点的备选集合为B去除三个gate balls ，也就是说包括生成顶点的

第四球。这是由于四个球可能生成两个Voronoi顶点，他们可能是一条边的起点

和终点。在演示文件1.sph中可以看到这种情况。  
 
 用以上的算法，最终可以求得Voronoi图的拓扑结构，能够在最坏情况下O
（mn）的时间复杂度下完成对Voronoi图的构建，其中m为Voronoi边的数量，n
为三维空间中球的个数。然后通过第三节中的边和面的算法可以将Voronoi图显

示出来，而获取边和面的复杂度都是O(1)的 
 

 
 
 

图7 Voronoi图的显示 
 

五、总结以及今后的工作 
 
 本实验实现了文献[1]中计算三维球的Voronoi图算法，并且对它的算法进行

了改进，挺高了速度和鲁棒性。但是并没有改善算法的复杂度，在最坏情况下，

算法的复杂度是O(n3)，相当于BruteForce算法，由于本实验的目的着重在于演示，

所以没有考虑一种好的改进算法，如扫描线算法等。另外，本程序实验没有实现

演示整个Voronoi图的生成过程也是一个遗憾。程序使用了OpenCV库函数，所以

要编译需要安装OpenCV 1.0。 
 
 在今后，我们可以用三维球的Voronoi图实现一些应用。在获取空间球体的



voronoi图后，我们可以利用voronoi图计算分子的表面积，分子的表面积分为三

种结构，如图： 

 
 
 分子的表面积的定义：设置一个半径为 R 的探测球（Probe），使探测球在分

子的表面自由的滚动，探测球和分子的接触面即为分子的表面，所有接触面的面

积即为分子的表面积。 
 
 分子的表面积有三类：1,凸面（convex），2，凹面（concave），3，圆环内面

（torus）。凸面为分子表面原子与探测球的接触面，为球面或球面的一部分。凹

面为探测球与多个表面原子相切时探测球的内表面。圆环内面为探测球与两个表

面原子相切时探测球的内表面。其具体表现为探测球运动的自由度： 

 
 由 voronoi 图的几何意义易见，探测球的运动轨迹是 voronoi 图的子集，即探

测球的运动轨迹被 voronoi 图约束，要获取特定半径探测球的运动轨迹，即可由

一个特定点（通常可以由 Xmin 处获得第一个轨迹点），逐步遍历整个探测球的

轨迹，通过探测球轨迹上与表面原子的相切情况我们可以得到当前探测点构成的

面，若和一个球相切则为凸面，两个球相切则为圆环内面，三个球以上相切则为

凹面。如此扩展，我们可以得到所有的三类表面，进而计算分子的表面积。 
 
 遍历所有的 edge，判断 edge 到构成 edge 的原子的表面的距离 L，如果 L<R，
则可以判断探测原子无法穿过，否则标记可以穿过，同时标记原子可接触，edge
的标记是区间的标记，即 edge 的一部分可接触，则标记其可接触的部分。同样

对于所有的 vetex 做同样的操作，这样我们可以得到一个 voronoi 的标记子集。

这个子集的性质是，对于每个 edge 周围的原子，其相邻之间可能有圆环内面或

凹面（3），对于每个 vetex 周围的原子，其相邻之间可能有凹面，所有不可接触



的原子则必然不可能在分子的表面。 
 
 有了上述的信息，我们可以利用已有算法（见参考文献）构造分子表面原子

的的面积结构。 
 
 计算面积结构的顺序为：1，计算凹面结构，根据 vetex 和 edge 的位置，可

以得出相邻原子的凹面组成原子即其构成凹面的位置，及构成凹面的边界。2，
凹面的边界是构成圆环内面（torus）的基本元素，通过对凹面边界的处理，我们

可以得到圆环内面（torus）结构。其结构除了凹面边界外，还有和凹面边界对应

的原子上的切点构成的圆弧。3，计算凸面结构，利用每个原子上所有的构成圆

环内面（torus）的切点圆弧，形成一个或多个有向环，有向环构成一个或多个凸

面区域，形成凸面结构。 
 

下面是三类面积的计算公式。 

 
有了 voronoi 图后，可以用来计算分子的表面积，参考分子表面积的定义，

考虑一个探测球在分子表面的原子间运动，因为 voronoi 图上的点与距离最近的

原子表面距离相等，所以对于给定探测球半径 R，其同时和两个以上原子相切时

的轨迹必然在 voronoi 图上，所以我们可以的到探测球运动的轨迹，从而进一步

计算分子的表面积。 
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