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摘要 

 
本次课程试验我们力图实现 Bart Adams和 Philip Dutré在文献[1]中提出的基于 Surfel表示的
快速物体 Boolean运算。该算法可对任意形状的基于 Surfel表示的物体进行“交”，“并”和
“差”运算。其核心是一个判断两个 Surfel之间位置关系的快速内外检测算法。Bart Adams
和 Philip Dutré称这个算法可以达到实时交互的效果（在一台 Athlon 1.6GHz PC上运行速度
最快可达 7.7FPS）。Boolean运算后物体相接处会产生所谓的“参差边缘”，严重影响真实感。
为了解决这一问题 Bart Adams和 Philip Dutré在[1]中提出了一个重采样算子，用于去除参差
边缘。此外，他们还针对“并”运算提出了一个平滑算子，可以使得合并结果的相接部分具

有自然的过渡，这一算子在他们的技术报告[2]中有详细描述。本次试验中我们也实现了这
两个补充算法。实验结果表明，Surfel表示下的物体确实有很强的真实感效果，但其 Boolean
运算并未能达到[1]中所说的运算速度，在我们的实验机器（PIV 2.0G, 512M RAM）上最快
速度约为 2FPS。 

 
1．介绍 
 
在计算机图形学领域，CSG（Constructive Solid Geometry）早已成为一种十分有用的工
具。通常 CSG作用于简单形状的物体，如球，圆柱等，进而生成更复杂的几何形体。然而，
对任意形状物体来说，Boolean运算同样十分重要。[1]中提出的基于 Surfel表示的 Boolean
运算可以对任意形状的物体进行“交”，“并”和“差”运算。Surfel表示[3]是一种基于点的
物体表示方法，它将物体表示为许多三维空间中的有向点的集合。形象地说，每个 Surfel
是一个三维空间中的二维小圆盘，圆盘中心是物体表面上的某点，圆盘法向是该点处物体的

法向，这样一个 Surfel就近似表示了物体在其圆心处一个小邻域内的表面形状。一个任意形
状物体的表面就是由许多这样的 Surfel表示的。对于基于 Surfel表示的物体，Boolean运算
就归结为 Surfel与 Surfel之间的 Boolean运算。而对于两个物体 A和 B而言，A的 Surfel
中只有那些与 B表面相交的 Surfel才需要重新计算，这些 Surfel只占很少一部分，而其余 A
的 Surfel要么在 B内部，要么在 B外部，并不需要改变。基于这一想法，[1]中给出了一个
快速 Surfel内外检测算法，用来判断一个物体的 Surfel相对于另一个物体的位置关系。整个
Boolean运算包含如下两个主要步骤：1）判断两个待运算物体中的所有 Surfel的相对位置，
即内部、外部或相交；2）根据具体运算，去掉不需要的 Surfel，并对相交部分进行重采样
运算。 
实验报告的余下部分安排如下：第 2节介绍如何用 Surfel表示任意形状物体；第 3节介
绍内外检测算法；第 4节介绍重采样算子；第 5节介绍平滑算子；第 6节对前算法有待改进
的地方进行了讨论；第 7节给出我们的结论和一些评价。 

 



2．Surfel物体表示  
 
用 Surfel表示物体，确切的说就是用 Surfel表示物体的表面。每个 Surfel主要由三个参
数确定：空间中位置 xs，半径 rs和法向 ns。因此一个 Surfel可以看作是垂直于 ns的圆心为

xs半径为 rs的圆盘。选取半径 rs时，应该使得圆盘在成像平面上的投影互相重叠，不产生

空隙。具体的点采样算法在[3]中有详细描述，此处不再赘述。设各维的采样间隔为 h，则取

Surfel半径为 sr h= 。 

第一层 第二层 第三层  

图 1. 构造八叉树。（绿色节点为内部节点，黄色节点为外部节点，蓝色节点

为边界节点） 

 

 

图 2. 人头和维纳斯的八叉树剖分 

 
3．内外检测 
 
对于两个物体 A和 B，Boolean运算首先要判断它们的 Surfel的相对位置关系，这就是
内外检测算法所要做的。[1]中提出的快速内外检测算法基于三色八叉树结构，树的叶节点
被分类为外侧、内侧或边界。边界节点中的 Surfel是进一步处理的对象。 
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图 3. 判断空节点位置。(a)空节点只有一个非空邻

居；(b)空节点有多个非空邻居。（红色框表示当前

考虑节点，紫色框表示当前框的非空邻居。） 

 
3.1 构造八叉树 
 
 简单起见，我们在二维空间中进行讨论。八叉树的构造是一个递归过程。其具体步骤如
下首先构造一个节点包含物体的所有 Surfel，即八叉树的根。将这一节点等分为八个节点，
作为它的孩子。对八叉树中已有的节点不断进行这一剖分过程，直到节点不含有 Surfel或已
达到规定的八叉树最大深度。图 1 演示了一个二维三层八叉树的剖分过程，图 2 给出了两

个模型的八叉树。在构造八叉树的同时就可以将节点分为外侧、内侧或边界。对每一个空节

点，即不含 Surfel 的节点，根据距其最近的 Surfel 法向就可以判断其相对位置。若其最近
Surfel的法向指向该节点，则为外侧节点，反之，则为内侧节点。形式化的表示，记某空节

点位置为 ce，其在某一维上的非空邻居节点的位置为 cn，最近 Surfel的法向为 ns，则若(cn-ce) 
ns>0，节点被判定为内侧节点，否则为外侧节点。 
 生成某一空节点时可能的情况有三种：a)空节点只有一个非空邻居；b)空节点有两个或
两个以上非空邻居；c)空节点没有非空邻居，见图 3。第一种情况只需要考虑唯一的邻居就
可以了。第二种情况，只考虑多个邻居中的一个。第三种情况，先对其空邻居进行判断，再

将同样的值赋给该节点即可。由于八叉树中至少有一个非空节点，因此所有空节点最终都可

以被划分。所有非空节点都是边界节点。 
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图 4. 细分边界节点 

3.2 细分边界节点 

 

对于边界节点还要进一步进行划分。在一个边界节点中构造两个平面，将该节点分为三



个更小的子部分，分别对应外部、边界和内部。具体做法如下：令 s s= ∑ ∑n n n 为该节点

内所有 Surfel 的平均法向量。定义两个平面 P1: n•x - d1 = 0和 P2: n•x - d2 = 0，其中 d1 = 
min(n•xs)，d2 = max(n•xs)，max和 min 都是对接点中所有 Surfel而言。记取到 d1和 d2的两

个 Surfel分别为 s1, s2。易见节点中的所有 Surfel都位于平面 n•x - d1 = 0和 n•x - d2 = 0所夹

的区域内，见图 4。而平面的另一侧为空，可根据
1s

⋅n n 和
2s⋅n n 的符号被分为内侧或外侧。

当八叉树的深度足够时这种细分是合理的，因为同一节点内的 Surfel的法向都大致相同，且
近似分布在一个小平面上。 

表 1. Boolean 运算保留部分 

运算 A保留的部分 B保留的部分 

A B∩  

A B∪  

A-B 

B-A 

在 B外部 

在 B内部 

在 B外部 

在 B内部 

在 A外部 

在 A内部 

在 A内部 

在 A外部 

 
3.3 内外检测算法 
 
内外检测算法是[1]中最重要的创新点。对于给定的两个经过八叉树剖分的模型 A和 B
以及运算符（交，并，差），分别判断两个模型的非空叶节点和另外一个模型的关系，最后

根据 Surfel的位置和所作的 Boolean运算就可以决定要保留那些 Surfel，丢掉那些 Surfel，
见表 1。 

 

图 5. 差运算例子 
首先从两个八叉树的根节点开始检测是否相交。在测试相交的时候，我们将每个包围盒

都向外扩张一个长度 rmax（最大的 surfel半径），以便不漏掉边界处的 surfel。在试验中，我
们实现了 AABB[4]算法进行包围盒求交测试（如果采用 OBB[4]算法，可能会进一步提高速
度）。求交测试中，可能会出现下面四种情况： 

1. 包围盒不相交 
2. 包围盒仅和另一个模型的外部节点相交 
3. 包围盒仅和另一个模型的内部节点相交 
4. 包围盒至少和另一个模型的一个边界节点相交 



一个包围盒不可能同时和另一个模型的内部，外部节点相交，所以，情况 1和 2可以直接判
断包围盒和另一个体不相交。他包含的所有 surfel分为在外部。情况 3也不发生相交，包围
盒包含的所有 surfel分为在内部。对于第 4种情况，不能直接得出结论，需要递归的判断该
节点的所有非空子节点和另一个模型的关系。如果到达了叶节点还是出现第 4种情况，我们
对该叶节点的每个 surfel相对于另一个体做内外测试。 
很显然，如果一个 surfel s落入了另一个模型的内部节点，则分为在内部；如果落入了
外部节点，则分为在外部；如果落入了边界节点（叶节点），则进一步和它的两个切分平面

作判断。如果 s 落入平面 P1的负侧并且 1
0s⋅ >n n ，则分为在内部，否则分为在外部；采用

同样的方法对落入平面 P2正侧的 s 进行分类。最后一种情况就是 s落在平面 P1和 P2之间，

我们找到 s的最近邻 surfel t，这里我们实现了 ANN[5]算法（论文中采用 TINN[6]）。如果 s

和 t相交，则 s分为相交；如果 s与 t不交，且 s在过 t的平面负侧，nt•(xs－xt)<0，则分为
在内部；否则分为在外部。整个算法的伪代码如下： 
InsideOutsideTest(node A, node B){ 
 if (B does not intersect with A) 
  classify all surfels of B as OUTSIDE 
 else if (B only intersects with exterior cells of A) 
  classify all surfels of B as OUTSIDE 
 else if (B only intersects with interior cells of A) 
  classify all surfels of B as INSIDE 
 else  

if (B not a leaf node) 
   for each non-empty child C of B do: 
    InsideOutsideTest(A, C) 
  else  
   for each surfel s of B do: 
    InsideOutsideForSurfel(A, s) 
} 
InsideOutsideForSurfel(node A, surfel s){ 
 if (s outside A) classify s as OUTSIDE 
 else if (s in exterior cell of A) classify s as INSIDE 
 else if (s in interior cell of A) classify s as INSIDE 
 else  
  if ( 1 max( ) 0s sd r r⋅ − + + ≤x n ) 

   if (
1

0s⋅ >n n ) classify as INSIDE 

   else classify as OUTSIDE 
  else if ( 2 max( ) 0s sd r r⋅ − − + ≥x n ) 

   if (
2

0s⋅ >n n ) classify as OUTSIDE 

   else classify as INSIDE 
  else  
   surfel t = nearest neighbor of s in A 
   if (s and t do not intersect) 



    if ( ( ) 0t s t⋅ − >n x x ) classify s as OUTSIDE 

    else classify s as INSIDE 
   else classify s as INTERSECTIN 
} 
上述过程需要对模型 A和 B分别相对对方分类，最后根据表 1进行取舍，得到结果模型。
如图 5 给出了一个人头模型与螺丝模型做差的结果。 

 

4．重采样算子 
 
 在内外检测的结果中，两个被处理物体 A和 B都有一些 Surfel被分类为“相交”。这些
Surfel处于两个物体交汇的边界上，如果简单的将它们抛弃掉，则会产生很多空洞。如果原
封不动的保留下来，就会产生所谓的“参差边缘”效果，见图 6.a。这是由于这些 Surfel原
有的半径过大，使得圆盘有些部分处于物体内侧，有些部分处于物体外侧。直观的解决方法

是，将边界上的 Surfel划分成更小的 Surfel，重新进行内外检测，去掉那些不需要的。这一
过程就是“重采样”。具体过程如图 7.a所示。设 A物体某一边界上 Surfel为 s，与其有交
且距离最近的 B物体上的 Surfel为 t，s和 t所在平面的交线被 s圆盘所截的线段为 p1p2。根

据所作的 Boolean运算和 Surfel的法向可以确定要保留 s的那半部分，不失一般性假设保留
较大的部分。也就是说要抛弃较小的部分，并且用若干个新的 Surfel代替较大的部分。定义
覆盖因子 e，将 p1p2向保留部分的异侧平移 e，生成一条新的弦 q1q2。设 s垂直于 q1q2的直

径与 q1q2交于点 u1，与要保留部分对应的圆弧交于点 u2。以 u1 u2为直径做一个新的 Surfel s’，

代替 s。设 s的圆心 xs到 p1p2的距离为 h，则 s’的圆心 xs’为(u1+ u2)/2，半径 rs’为(rs+h+e)/2，
其中 rs为 s的半径。当 rs’较大时用 s’代替 s就足够了，但 rs’较小时还需要在 s两侧再追加若
干更小的 Surfel。试验中，若 rs’<rs/2时，我们补上 4个更小的 Surfel，若 3 rs /4<rs’<rs/2时，
补上 2个 Surfel，见图 7.b和图 7.c。重采样算子可以很好的消除“参差边缘”， 图 6.b给
出了一个重采样后的例子。 

 

                  (a)                                       (b)    

图 6. 重采样前后 



 

               (a)                           (b)                    (c) 

图 7. 重采样算子 

5．平滑算子 
 
 当对物体 A 和 B 求并时，两物体相交部分可能产生非常突然的变化。在某些情况下我
们不希望有这种突变，而是 A 的部分到 B 的部分之间有比较自然的过渡，这就是平滑算子
的作用。平滑算子主要有两个步骤：a)将相交的 Surfel旋转平移到新的位置；b)将相交 Surfel
周围的非相交 Surfel旋转平移到新的位置，见图 8。 

 

图 8. 平滑算子 

假设某相交 Surfel为 s，其在另一物体上的最近邻为 t。第一步中，首先对 s进行旋转： 

 s t
s

s t

+
←

+
n n

n
n n
， 

再在新的法向上平移一段距离 ß： 
 s s sβ← + ⋅x x n 。 

第二步，对某一非相交 Surfel s’，假设离其最近的相交 Surfel为 s，且距离为 ds。若 ds小于

某个给定的阈值 d，则对 s’进行如下旋转平移操作： 

 (1 )
(1 )

s s s s
s

s s s s

α α
α α

′ ′ ′
′

′ ′ ′

⋅ + − ⋅
←

⋅ + − ⋅
n n

n
n n

 

 (1 )s s s sα β′ ′ ′ ′← + − ⋅ ⋅x x n  

其中 as’ = ds/d。参数 d和 ß是由用户自己定义的，决定了平滑算子的最终效果。平滑一般只
在并运算时才使用，并且不和重采样算子同时使用。图 9 给出了一个平滑算子的例子。其

中颜色的过渡也是采用类似的方法实现的。 

s 

t ß

d 



 

         (a)平滑运算前                                   (b)平滑运算后 

图 9. 平滑前后对比 

6. 算法局限 
 
 [1]中的算法存在若干限制，使其不能适用于所有情况。第一个限制是八叉树剖分过程
只有在物体是完全闭合时才得出正确的结果。对于下部开口的人头模型，在判断八叉树页节

点内外位置关系时会出现错误，如图 10所示。开口下放几个由红点标出节点本应分为外部

节点，但由于其上方的邻居是内部节点，而使得它被分为内部节点。这种错误可以通过事先

对模型进行处理，保证其封闭有界就可以避免。 

 

图 10. 八叉树剖分的错误例子 

 第二个限制要更致命一些。在对边界八叉树节点进行进一步细分时，[1]中假设在节点
内部物体表面可以用一个小平面近似，这一假设实际上并不容易满足，见图 11。人头耳朵

的一部分被包含在一个节点内，显然这部分表面无法用一个平面很好的近似。这时再用 3.2
节中的算法进行内外检测就会出现错误。解决这一问题的一个方法是加深八叉树的深度，使

得每个节点更小，进而满足局部线性的要求；另一个解决方法是用一个曲面近似节点内部的

表面。但无论哪一种解决方案都要引入更多的计算。 
 



7．结论 
 
 本次试验我们基本上实现了文献[1]中提出的给予 Surfel表示的 Boolean运算方法。但在
运行速度上并没有达到文献[1]中提到的实时交互效果。就其原因可能有两点：1）由于时间
精力有限，我们对算法本身所作的优化还很不够。计算几何和图形学领域的许多问题都存在

优化算法，我们所作的系统中设计到了许多这样的问题，如求最近邻。这些子问题如何解决

在文献[1]中并没有详细给出，因此在具体实现上我们肯定与[1]中的工作有很大差距。2）[1]
中所用的试验机器配置了 GeForce4 MX 图形卡，这也可能是我们的性能较差的一个因素。
总之如果想在这篇文章的基础上有所发展或改进，还需要更进一步的更细致的工作。 

 

图 11. 节点内无法用平面近似的例子 
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