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摘  要 

由于涉及到平面图骨架结构、三角化、凸分解等计算几何中重要的概念和方

法, 传统纸艺近年来一直是计算几何中的一个研究热点, 甚至形成了一个称之为

Computational Origami 的专门研究方向. 在本文中, 我们研究了 Computational 

Origami 中的一个著名问题 Folding and Cutting—的求解与可视化算法及其实现. 

我们首先引入一种新的平面图骨架结构——直架, 并介绍了它的 )log( 2 nnO 生成

算法. 直架本身是不可折叠的, 因此又在直架的基础上引入了垂线折痕. 经过适

当的内外折分配, 两者共同组成了折痕图. 为了模拟凸多边形的3维折叠过程, 我

们考察了折叠极基的问题, 并由此得到了一个递推求解的模拟方法. 
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Abstract 

Since it has deep relations with so many important concepts and methods in the 

computational geometry literature, such as skeletons of planar graph, triangulation and 

convex decomposition, traditional Origami has always been a hotspot in recent years, 

and even forms a special field called Computational Origami. In this paper, we study 

the solution and visualization algorithms for a famous problem in this field, Folding 

and Cutting. Firstly, we introduce a novel type of skeleton for planar graphs, Straight 

Skeleton, and also present an )log( 2 nnO  algorithm for finding the straight skeletons 

of simple polygons. Straight skeleton by itself is not foldable. Therefore, another type 

of crease, perpendicular fold, is added to solve the problem. After proper mountain- 

valley assignment, straight skeleton and perpendicular folds build up the final crease 

pattern. By investigating the extreme bases, we get a recursive method to simulate the 

3D folding process of convex polygons. 

 

 

Keywords 

Computational Geometry, Origami, Straight Skeleton, Perpendicular Folds, Crease 

Pattern, Visualization, Extreme Base 
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一、引  言 

 

纸艺是一种源于日本的民间艺术 , 可以分为两类 , 一类称为折纸手工艺

(Origami), 另一类称为剪纸手工艺(Kirigami), 两者也统称为纸艺. 在 Kirigami 中

有一个有趣的 Folding and cutting 问题: 任意给定一张纸和一平面图形, 如何通过

一定方式将给定的纸折叠得到一个平面图案, 在该图案上面沿着某一条直线剪一

刀, 把剩余的一部分展开得到的图形正是给定的图形. 另外, Origami 中也有类似

的 Folding flat silhouette 问题: 任意给定一张纸和一平面图形, 如何通过一定方式

将给定的纸折叠, 使所的图案的侧面(Silhouette)恰好为给定的图形. 甚至还有更

强的问题: 任意给定一张正反具有不同颜色的纸和一个两色的平面图形, 如何通

过一定方式将给定的纸折叠, 使所的图案的侧面恰好为给定的图形, 并且两者颜

色分布也相吻合.  

 

图 1.1. Folding and cutting 

另外还有一个与 3D 模型有关的 3D folding & unfolding 问题. 一个 3D 模型在

表示时一般都使用三角面片的方法, 如果对这些三角面片的边经过适当的剪辑, 

便可将所有的面平布在一个平面上形成以简单多边形, 我们可以通过裁剪一张纸

得到这样的多边形, 从而也就能构建出一个真实的 3D 模型.  

以上这些问题统称为Computational Origami. 由于Computational Origami涉及

到计算几何中多边形骨架结构(Straight Skeleton)、三角化(Triangulation)、凸分解
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(Convex Decomposition)等重要的概念和方法, 因此成为一个较为热点的研究领域, 

最近在这方面也有一系列新的研究成果[1,2,3,4,8,9,10]. 

 

 

图 1.2. Folding flat silhouette with two colors 

     

图 1.3. Paper unfolding and folding for 3D model 

 

本文所要讨论的纸艺自动生成算法主要针对第一种类型的问题, 即 Folding 

and Cutting Problem. 
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二、直架及其生成算法 

 

2.1 直架 

在本节, 我们将介绍一种称为直架(Straight Skeleton)的几何结构, 它构成了我

们所要给出的折痕图的主干部分. 

中轴(Medial Axis)是我们熟知的一种多边形的骨架结构, 它的概念由平面点

集的 Voronoi 图[17,18]推广而来. 形象地说, 如果我们沿着多边形的边界点燃草原, 

那么中轴便是那些火苗相遇并因此而熄灭的地方. 直架也是一种多边形骨架结构, 

对直架来说, 火苗并不是沿着圆形的方式蔓延, 事实上, 多边形内部的直架是通

过一种收缩过程来定义的: 均匀的收缩多边形, 直到它变为非简单(non-simple); 

然后, 递归收缩每个子多边形, 直到其面积变为 0, 多边形和子多边形的顶点在这

一过程中的轨迹便定义了直架. 显然, 对于凸多边形P , 直架等价于中轴, 但对于

非凸多边形, 两者往往是不同的. 图 2.1.1(a)中给出了一个递归收缩过程的例子. 

当收缩为两个三角形时, 原来的多边形变为两个子三角形. 继续收缩每个三角形, 

便继续产生一些线段, 直到三角形消失(图 2.1.1(b)). 

 

图 2.1.1. (a) 初始多边形的两个收缩了的多边形, 第二个以粗线标出,  

是退化了的情况. 顶点的轨迹已用虚线标出. (b) 完整的直架 

上面的收缩使我们得到了多边形内部的直架结构. 与此类似, 我们也可以定

义一种向外扩张的过程, 从而便能得到多边形外部的直架结构. 两者结合起来便



清华大学毕业设计论文 

  - 4 -  

是相应多边形完整的直架结构. 

直架也可以通过波阵面(Wavefront)来定义. 多边形分别向内外两个方向产生

波阵面(图 2.1.2(a)), 两者以恒定速率传播. 一般来说, 在传播过程中, 波阵面的形

状可能会发生两种类型的改变(图 2.1.2(b)). 

(1)边消失事件(Edge event): 波阵面的一条边退化为长度 0. 

(2)边分裂事件(Split event): 由于其他部分的干涉, 波阵面的一条边因此而被

分裂, 波阵面也因此分裂为两个子波阵面. 

 

(a)多边形的起始波阵面 

 

 

 

 

 

 

(b)边消失事件和边分裂事件 

图 2.1.2. 波阵面 

 

在事件发生后, 新的波阵面将由此产生, 它们将继续递归地传播下去. 最终, 

各波阵面顶点的轨迹便是多边形的直架, 而直架的每一节点都对应于一个边消失
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事件或边分裂事件. 

目前, 人们已经找到了生成中轴的线性算法[13], 但是对于生成直架却没有有

效的方法, 目前较好的结果为 )( 11/911/81    rnnO [11], 本节介绍的算法的复杂

度为 )log( 2 nnO [12]. 尽管如此, 中轴的描述一般会比直架复杂, 因为中轴里可能

含有曲线, 而直架均是由线段或射线构成的, 这是直架相对于中轴的一个优势, 

因而直架也在很多方面得到了应用[12]. 当然, 两者的规模(节点数)仍都是线性

的. 

下面, 我们用 )(PSS 或 SS 来表示简单多边形P 的直架. 

2.2 直架的一些基本性质 

在波阵面的传播过程中, 波阵面的每一条边 e都会扫过一定的区域, 我们称之

为 e 的面. P 的每一条边都会产生内外两条波阵面的边, 因此也就会产生两个相

应的面. 下面是这些面的一个基本的性质. 

 

引理 2.2.1
[12]

. )(PSS 的面(称为直架面(skeleton face))是单调多边形(monotone 

polygon). 

证明. 考虑 P 的边 e 产生的一个面 f . 在 e 的传播过程中, 边消失事件和边分裂事

件都不可能分割 f , 这表明 f 是一个连通集. 

下面我们证明 f 在 e方向上是单调的. 否则, 如图 2.2.1, 假设一条垂直于 e的

直线 L 在点 x 处离开 f , 此后又在离 e 更远的 y 点再次进入 f . 这表明, 在点 x 处

由 e 产生的波阵面的边与另一条边 e产生的波阵面的边相遇, 且 e不与 L 垂直, 

从而这个波阵面将早于 e的波阵面传播到达 y . 这与 y 的性质是矛盾的, 因为 y 在
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f 的边界上就表明 e的波阵面将最先到达 y .                              ■ 

 

 

 

 

 

 

图 2.2.1. 引理 2.2.1 证明用图 

 

令 )(SSV , )(SSL , )(SSI , )(SSE 分别表示 SS 的顶点集, 叶节点集, 内部节点(非

叶节点)集和边集. 

 

引理 2.2.2. SS 形成一棵树, 1)()(  SSVSSE . 

引理 2.2.3. SS 将 P 分为 P 个区域, 每个区域与 P 的不同的边相邻, 这些边称为

该区域相应的切边(cut edge). 

 

我们把整个过程中最后一次收缩 P 的子多边形得到的点作为直架的根节点

)()( SSISSrootr   (我们总假定 )(SSroot 是唯一的; 否则, 将有两个收缩过程同

时结束, 这时认为 P 是一种退化情况). 以 r 为根很自然的就可以定义出直架的形

结构中各节点之间的父子关系. 我们将在4.2节利用直架的这种以 r 为根的树形结

构来描述凸多边形的折叠模拟算法. 

另外, 凸多边形直架本身还有一些有益的性质, 这将在后文中适当地方谈到. 

f  x  

y  

L  
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2.3 直架的生成算法 

2.3.1 概述 

直架的定义本身就向我们提供了一种直观的模拟生成方法. 取定一足够小的

时间间隔 t , 以此为时间片对波阵面的传播和干涉进行模拟, 在每个时间片, 求

多边形的各个顶点, 并以此判断是否有边消失时间和边分裂时间发生, 如果有事

件发生, 就对波阵面的结构作相应改变, 并重新计算波阵面各顶点的运动方向. 

这样不断循环下去, 直到不可能再有有效的事件发生为止. 在这一过程中记录下

各顶点的运动轨迹, 便可最终得到多边形的直架. 

但是, 这种模拟的方法不够精确, 且开销较大. 不过, 我们由此也可以看出症

结所在: 因为直架的每一个节点都对应于一个边消失事件或边分裂事件, 因此最

关键的在于求出在波阵面传播过程中所有事件发生的时刻. [12]中提出的直架生

成算法正是利用平面三角化方法巧妙的解决了这个问题. 

算法的大致流程如下: 首先, 对于包含简单多边形 P 的整个平面做一个有限

制的三角剖分(在三角剖分时, 多边形原有的边必须保留); 然后, 将原始多边形链

复制两条作为初始波阵面, 一条上的所有顶点运动方向赋值为相应顶点的内角平

分线方向(该链称为内向波阵面), 另一条上的所有顶点运动方向赋值为相应顶点

的外角平分线方向(该链称为外向波阵面); 同时, 我们还可以根据波阵面上各个

顶点所在角的大小求出它们的运动速度, 这样我们便得到了各顶点的运动矢量, 

每一个三角形的三个顶点的运动也就明确了; 下面, 求出每个三角形的消亡时间, 

并建立一个按照消亡时间递增排队的消亡队列, 根据这个队列进行循环, 对每个

消失的三角形做相应处理, 如记录新生成的直架节点, 更新波阵面, 更新各顶点

的运动矢量, 更新消亡队列等. 整个过程持续到消亡队列中的所有三角形都不消

失为止. 该算法的复杂度为 )log( 2 nnO . 
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2.3.2 三角剖分与维护 

由于初始的三角剖分是对整个平面进行的, 这不可避免的需要引入无限三角

形(unbounded triangle), 如图 2.3.2.1 所示. 引入无限点(infinite point)后, 无限三角

形也就具有了三个顶点. 对有限三角形的消失比较容易理解, 当它的三个顶点运

动到一条直线上时, 该有限三角形便消失了; 对无限三角形, 注意只有当两个有

限的顶点运动到一点时, 该无限三角形才认为消失, 这是因为它的两条无限边(射

线)实际上是虚拟的, 可以朝向任何方向. 

 

 

 

 

 

图 2.3.2.1. 无限三角形与它的消亡 

 

为了对整个平面进行剖分, 我们需要先求出初始多边形的凸包(这可以使用经

典的Graham扫描算法[17,18]). 对凸包外的部分, 我们用无限三角形进行剖分, 而

对于凸包内的部分, 则可以使用多种已知的三角剖分算法(参见[15,16]). 目前已

有三角剖分的线性算法(B.Chazelle, 1991), 但由于直架生成算法本身复杂度就达

)log( 2 nnO , 因此对三角剖分的复杂度并没有太高要求. 图 2.3.2.2 提供了一个完

整的三角剖分的例子. 

内外向波阵面在传播过程中的形态会发生改变, 有时甚至类型也会发生变化,

如, 外向波阵面在发生边分裂事件后, 便会分裂为两个新的波阵面, 其中处于外

圈的仍然是外向波阵面, 但处于内圈的却转化为了内向波阵面. 在整个过程中, 

始终只有一个外向波阵面, 而内向波阵面却可以产生很多个. 对于外向波阵面以

Infinite Point 
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外区域, 我们始终使用无限三角形(外向波阵面凸包以外部分)和有限三角形(外向

波阵面凸包以内部分)来维护对它的三角剖分; 对于不同的内向波阵面以内区域, 

我们均保持它们各自的三角剖分. 也就是说, 在整个过程中, 我们不断维护三角

剖分的结果, 让它始终是对波阵面未到达的区域的三角剖分, 而对于波阵面已经

扫过的区域, 我们便不再关心了. 具体的维护方法将在 2.3.4 中陈述. 

 

 

 

 

 

 

图 2.3.2.2. 三角剖分实例 

 

直架的节点都是由波阵面传播过程中发生的边消失事件和边分裂事件产生的. 

在进行了三角剖分后, 这两种事件都会触发某个或某几个三角形的消亡, 这是显

而易见的. 因此, 只要找出所有的三角形消亡事件, 我们便能找到所有的边消失

事件和边分裂事件, 从而也就找到了直架所有的节点, 而正如我们要在下一节中

看到的, 求出各个三角形消亡的时刻十分简单. 这正是该算法最大的成功之处. 

2.3.3 三角形的消亡 

算法的核心是三角形消亡队列. 它是将当前所有三角形按照消亡的先后顺序

进行排列的. 上文已经指出, 对无限三角形, 只有当它两个有限的顶点运动到同

一点时, 该无限三角形才认为消失, 因此对无限三角形的消亡时刻的计算比较简

单. 对于有限三角形, 只有当三点运动到共线的状态时才会消失. 
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P1

P2

P3

V1

V2
V3

 

图 2.3.3.1. 有限三角形消亡时刻分析 

 

如图 2.3.3.1, 顶点 iP 的运动方程为: iii VtPP 
'

, 其中, iP 为顶点的初始位

置, t 为时间, iV 为顶点 iP 的运动矢量. 当且仅当三个顶点共线时, 三角形消失, 

此时三角形面积为 0; 如果无论怎样运动, 三点都无法共线, 则该三角形永不消失. 

由三角形面积公式, 我们可以列出如下方程( )det(A 表示矩阵 A的行列式值): 

0)
111

det( 321 


PPP
 

亦即:           0)
111111

det(
321321


VVV

t
PPP

         (*) 

 

 

 

 

 

图 2.3.3.2. 在当前运动状态下, ABC 永不消失. 

图中粗线条表示波阵面, 箭头表示波阵面顶点运动矢量. 

A  

C  

B  
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(*)式是关于时间 t 的二次方程, 通过分析该二次方程解的情况就可以判断三

角形的消亡情况并精确的求出消亡的时间. 

在某一时刻我们所维护的三角形中, 按照当前的运动状态, 未必所有的有限

三角形都会消失, 也就是说, 方程(*)可能无正实数解. 图 2.3.3.2 给出了这样一个

例子. 但是, 我们仍然有如下结论. 

 

引理 2.3.3.1. 对于内向波阵面, 其内部区域的任意一个三角剖分中, 按照当前的

顶点运动状态(运动方向和速度), 至少有一个三角形会消亡. 

证明. 设该波阵面为 n 边形, 其顶点按逆时针依次为 110 ,,, nPPP  , 并记 0PPn  . 

再 令 iP 的 内 向 角 平 分 线 左 右 侧 与 对 应 的 边 的 夹 角 分 别 为


 ii PP ,  

( 1,,1,0  ni  ), 则必 






1, kk PPk , 否则便有 

nPPPPP
n

i

ii

n

i

ii

n

i

i  


















1

0

1

1

0

1

0

)()( , 

这与 n 边形内角和为 )2( n 矛盾. 设边 1kk PP 所在的三角形为T , 则显然按照当

前的顶点运动状态, T 会消亡.                                          ■ 

 

当算法结束时, 所有留在消亡队列中的三角形都是对外向波阵面外部的剖分

三角形. 也就是说, 在整个过程中出现的内向波阵面都将消失. 这是因为, 算法结

束时, 所有留在消亡队列中的三角形均是永不消失的三角形, 此时如果还存在内

向波阵面, 那么由上述引理, 我们所维护的它的三角剖分中的某个三角形必定仍

会消失, 从而导出矛盾.  

至于为何按照当前的顶点运动状态不会消失的有限三角形可能会在以后的时

刻消失, 那是因为当前及此后消失的三角形改变了波阵面的形状, 从而改变了顶

点的运动矢量所造成的. 
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2.3.4 三种消亡事件及处理方法 

 三角形消亡时, 它的三个顶点必定共线. 这时有两种情况: 一是三点中至少

有两点已经重合为一点; 二是三点仅仅是共线, 而没有两者重合的情况, 此时, 

设三点 CBA ,, 依次排列于某条直线上, 则按 AC 是否为波阵面上的一条边又可分

为两种情况. 综上, 三角形的消亡有三种类型(参见图 2.3.4.1): 

(1) 边消失事件: 当波阵面上的两个顶点运动到同一个点时发生该事件. 

处理方法: 产生新的直架节点(即它们重合的点), 将波阵面上的这两个点合并

即可. 

(2) 边交换事件: 当波阵面上的某个顶点穿越一条三角形的边 s 并且该边不是

波阵面上的边, 则发生该事件. 

处理方法: 将 s 移走, 加入边 t , 这种情况不产生新的直架节点, 只是改变三

角剖分方式而已. 

 

图 2.3.4.1 三种三角形消亡事件 

(1)Flip Event        (2)Edge Event         (3)Split Event 
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(3) 边分裂事件: 当波阵面上某顶点穿越波阵面上的一条边 e , 则发生该事件. 

处理方法: 将被切分的边切分成 ee , , 原波阵面也因此而分裂为两段. 

依次分析三角形消亡队列中的三角形消失情况, 并对波阵面做相应的改变, 

同时按照新的波阵面更新三角形消亡队列, 由以一步步产生直架的节点, 直至消

亡队列中的所有三角形都不消失. 这样, 我们便得到了完整的直架结构. 

2.3.5 算法运行实例 

我们给出几个根据上述算法计算出的多边形直架结构的实例. 

   

图 2.3.5.1. 一些算法运行结果实例 
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三、折痕图 

 

3.1 垂线折痕 

折痕图是指将平面中的一个简单多边形 P 分为有限个子多边形(称为面), 其

中每一条边都对应于一条折痕. 直架本身是不可折叠的 因此除了直架, 我们所要

求的折痕图中还包含垂线折痕(perpendicular fold), 将在这一节描述. 

在得到直架之后, 对于平面内的任意一点 p , 都可以求出与它相关的垂线折

痕, 它由一组线段和射线构成，其中的每一条线段或射线称为一条垂线边, 每一条

垂线边都与一个直架面相对应. 这组垂线边可以递归的定义如下: 对于点 p 所在

的每一个直架面 f , 令 l 为过点 p 且与 f 的切边垂直的直线，令m 为 l 与 f 求交所

得的部分(可能是 p 自身, 一条线段, 一条射线等), 那么与点 p 相关的垂线折痕由

m 以及和m 的端点相关的垂线折痕构成. 

我们关心的垂线折痕是所谓的实垂线(real perpendicular), 它是与每一个直架

节点相关的垂线折痕. 正如我们看到的, 垂线折痕的定义是一个递推性质的定义, 

因此我们可以采用常规的递推算法来求出所有的实垂线. 

直架节点数为 )(nO ([12]), 因此实垂线也是 )(nO 的, 可实垂线中所包含的垂

线边却可能是无限的. 在 Folding and Cutting 问题中, 我们只需要实垂线落在纸张

内的部分, 以它们作为垂线折痕. 下面的引理给出了递推算法中的停止条件. 

 

引理3.1.1.
[19]

 使用递推算法计算一条实垂线时, 如果先后两次计算一个直架面内

得到的垂线边, 以及这过程中计算过的直架面内得到的垂线边,都没有和设定的
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纸张 R 相交, 并且, 后计算得到的垂线边在先计算得到的垂线边的外侧(相对于

切边), 则以后计算的直架面内得到的垂线边, 也不会和R 相交.  

 

垂线折痕不会互相碰撞, 因为, 垂线折痕与和它相交的多边形的边相互垂直. 

因此, 垂直折痕在 SS 的任何区域中都是相互平行的. 两条垂线折痕可能完全重合, 

但我们只认为它是一种退化的情况而不予考虑. 

3.2 内外折分配 

直架和垂线折痕构成了折痕图的所有折痕边, 下面需要确定折痕的折叠方式, 

即向外折, 向内折或者不折.  

所有的直架边都是必须要折的. 由[3], 对于凸顶点所发出的边都定义为外折,

对于凹顶点所发出的边都定义为内折; 对完全在多边形内部的边定义为外折, 完

全在多边形外部的边则定义为内折. 

实垂线的折叠方式比较复杂. 观察图 3.2.1 中的树形结构, 如果将每个实垂线

看成树中一个节点的话, 那么相邻两条实垂线所夹的走廊就是对应两个节点的边, 

图3.2.1中, 共有A, B, C…J, K共11条实垂线, 对应于右边树模型中11个结点, 左

图中 H 和 G 之间的走廊用灰色标志, 对应于树中的 HG 边. 事实上, 如果我们定

义纸的平面为 xy 平面, 那么我们将左图折叠成三维模型后, 从 z 轴方向所看到的

就应该是右图中的树模型, 也就是说, 同一条实垂线在空间中应该折成一条垂线, 

这样从 z 方向看就是一个点, 而对应的走廊也就被折成一条边, 双边的走廊对应

于树中一条线段, 单边的走廊对应于一条射线, 如右图中 A, E, F, K 四个点向外发

出的箭头.  

上述的树结构, 实际上就是下文第四部分将要提到的阴影树(shadow tree). 
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图 3.2.1. 实垂线的树模型 

 

有了这个树的模型, 我们就可以直观地得出折叠方法, 即在平面上将一个树

折成一条直线, 我们可以以任意一点为根结点, 然后向下拉直. 例如: 我们以A为

根, 那么 C 就有三个子树, 只要把这三个子树压成一条直线即可, 因此我们需要

将角 HCI 和角 ICD 变成零, 而对应于左图就是要把走廊 HC 和 CI 之间的一部分

实垂线进行折叠. 可以看出, 选择不同的根结点所得出的折叠方法是不同的. 

至于具体的树模型构造算法, 以及如何确定每段实垂线的内外折分配, 可以

参见[19]中的描述. 以被标记为内折的点为起点, 沿折痕回溯, 交替标记每段垂线

边为内折, 外折, 内折, 外折, 直至该实垂线对应的直架节点结束; 同样, 以被标

记为外折的点为起点, 沿折痕回溯, 交替标记每段垂线边为外折, 内折, 外折, 内

折, 直至该实垂线对应的直架节点结束. 

3.3 折痕图计算结果实例 

关于折痕图的一个重要性质, 我们将在 4.4 节陈述, 这里先给出一个折痕图的

计算结果实例. 
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图 3.3.1. 折痕图计算结果实例. 左图为折痕边(直架和垂线折痕), 

右边为进行内外折分配后的结果, 实线外折, 虚线内折, 不折的折痕边未画出 
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四、凸多边形折叠过程的模拟 

 

4.1 极基 

我们将首先介绍一个与 Folding and Cutting 十分类似的问题——极基. 对于

Folding and Cutting 来说, 纸一般是方形的, 它包含指定的多边形 P , 而极基问题

中, 纸本身就是多边形 P . 后面会谈到, 极基实际上是一个比 Folding and Cutting

简单的问题, 但是对于凸多边形的过程模拟, 两者是等价的, 且用极基来说明会

更加清楚. 

给定一折痕图, 经过折叠后的纸称为基. 也就是说, 基是一个连续的分段全等

的(piecewise-isometric)从 P 到三维空间的函数b . 这里”分段全等”是指, b 限制在

折痕图的任一面上是全等的. 

单轴基(uniaxial base)b 定义如下. 首先, 对所有 Pp , )( pb z 必须非负. 第二, 

基到 xy平面上的投影必须恰好是基和 xy平面的交, 即应有 

}|)0),({(}0)(,|)({ PppbpbPppb xyz  . 

另外, 上述集合必须是一棵树的结构, 称之为阴影树. 从而, 折痕图的所有面经过

b 映射后是与 xy 平面垂直的. 最后, 每个面都只属于唯一的折翼(投影到阴影树中

同一条边的所有面的集合 F ), 并且, 每一个 Ff  的边界都能投影到这条边的一

个或两个端点. 

下面的一种更有用的对单轴的定义可以推广到平行于 xy 平面的任意平面. 我

们迫使对任意 0c 有 

})(,|)),({(})(,|)({ cpbPpcpbcpbPppb zxyz  . 
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也就是说, 如果我们平行于 xy 平面剪切基(去掉剪切平面以下的部分), 则剩余部

分仍然是上面所定义的单轴. 

我们称一个基 b 是极基, 如果它是单轴的, 而且 0)( pb z 当且仅当 p 在 P 的

边界上. 事实上, 任一呈多边形形状 P 的纸均可以折成一个极基(参见图 4.1.1 中

给出的几个例子). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.1.1 未折叠, 部分折叠和完全折叠的极基. (a)三角形(b)凸四边形(c)凸五边形. 

 

我们能针对 P 构造出一张纸的极基, 事实上, 极基的折痕图与第三部分中介

绍的 Folding and Cutting 问题的多边形内的折痕图完全一致. 我们将在以后看到, 

它能够继续”压平”到一个平面, 同时 P 的边界均处于一条直线. P 是凸的, 我们
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便能将处于 P 的顶点处的折痕(它们是角平分线)延长到方形纸的边界. 这里不会

出现相交的情况, 因为凸多边形的角平分线都是”外向”的. 因此, 我们便得到了

一个将 P 的边缘映射到同一条直线上的折平方案. 也就是说, 在一张纸上任意给

定一凸多边形 P , 则这张纸能被折叠为一平面图案, 使得 P 的边界被映射到同一

条直线上, 而其它部分都不会映射到该直线上. 因此, 对于凸多边形, 极基问题与

Folding and Cutting 两者没有本质差别. 而对于非凸多边形, 后者往往比前者复杂, 

因为后者还需考虑纸张的处于多边形以外的部分如何进行折叠以配合多边形内折

痕的问题. 

4.2 一些符号和约定 

下文会对将纸折为基b 的过程 f 进行讨论. 为此, 我们引入取值于区间 ]1,0[ 上

的时间变量 t . 折叠过程是从 ]1,0[P 到三维空间中的一个连续函数(参见图 4.1.1). 

初始时间 0t 表示开始时的那张形状为 P 的平面纸(即未折叠状态), 终止时间

1t 表示最后折叠得到的基 (即完全折叠状态 ). 也就是说 , 对任意 Pp , 

)0,()0,( ppf  且 )()1,( pbpf  . 

另外, 我们约定折叠过程中的某些拓扑性质. 首先, f 不允许纸张弯曲, 这等

价于 f 必须在任一给定时刻均是分段全等的, 即 f 限制在任意一个面和任一时刻

10  t 上是全等变换. 第二, f 不能引起纸张与自身相交, 如果 f 对任一给定的

1t 均是一一映射时, 这个要求便自然满足了. 

下面再为凸多边形 P 的折痕图定义一些记号, 此时, 垂线折痕均为线段(也就

是说, 它们不会发生碰撞). 这时, 我们通常将垂线折痕与它们的端点(即它们所到

达的多边形边界上的点)形成对应. 我们用 )(vperps 表示和 )(SSVv 相邻的垂足
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集合, 用 )( 1vedge 表示 )(1 vperpsv  所在的 P 的边. 不同的 )(, 21 vperpsvv  确定了

一 个 邻 点 )(SSVw , 记 作 ),( 21 vvn e i g h . 如 果 )(SSIw , 则 存 在

)(, 21 wperpsww  (分别记作 ),( 1vwperp 和 ),( 2vwperp )与 21 ,vv 相邻. (这里, “相邻”

是指在 11, wv 或 22 , wv 之间再无其他垂足).  

另外, 易知对所有 )(1 vperpsv  , 1vv  均相同. 我们用 )(vplength 来记这个共

同的长度. )}(|)(max{))(( SSIvvplengthSSrootplength  . 

我们用到的大部分运动均由圆来定义, 下面再引入一些关于圆上的点的符号. 

如果 qp, 是二维空间中两不同的点, 我们用 ),( qp 表示从 p 到 q 的有向线段到 x

轴的角度. 如果 p 是三维空间中的一点, 用 ],,[ rpc  表示三维空间中垂直于 xy 平

面, 中心为 p , 半径为 r , 和 xz 平面夹 角的圆. 因此, ],,[ rpc  上一点可以通过

角度来定义, 即 )sin,sincos,cos(cos)](,,[  rprpc  . 

4.3 凸多边形的折叠过程 

我们现在考虑凸多边形 P 的折叠过程 f , 此时垂线折痕不会发生碰撞. 而且, 

我们只考虑 P 非退化的情况. 因为 f 必须在折痕图的每一面上都是全等的, 我们

只需在折痕图的顶点(也就是直架的顶点和垂线折痕的端点)处定义它就够了. 沿

着每条边和每个面进行线性插值就可得到 f 的完整定义. 

在 2.2 中, 我们已经说明, 整个过程中最后一次收缩 P 的子多边形得到的点作

为直架的根节点 )()( SSISSrootr  . 该节点具有如下性质(证明略): 
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引理 4.3.1. )(max)( pbrb z

Pp

z


 . 

 

我们将递归地在各顶点处定义 f , 从 )(SSroot 开始到 )(SSLv 结束. 上述引

理表明, 在极基上, )(rb 是最高点. 递归从 )(SSroot 开始也正是出于对这一点的考

虑. 现在, 我们假定 )),(( tSSrootf 的定义已经给出. 

假设已知一顶点 )(SSIv (比如, )(SSrootv  )的运动方程, 令 )(1 vperpsv  . 

我们迫使 1v 沿着以 v为圆心, )(vplength 为半径的圆运动, 从角度 0 到角度 2/ , 

当然同时 v也会运动. 因此, 我们定义 

)2/)]((),,(),,([),( 11 tvplengthvvtvfctvf  . 

假设 )(, 21 vperpsvv  , )(SSIv 且 ),( tvf 已定义, 另外, 设 vwparent )( , 其中

),( 21 vvneighw  . 我们定义 )](,,[),( 21 twvvgtwf  . 下面我们考虑 g . 

假 设 对 某 一 )(SSIv , )(, 21 vperpsvv  不 同 , vvvneighparent )),(( 21 , 

),( tvf 已定义(因此 ),(),,( 21 tvftvf 已定义). 令 b 表示 )(),( 21 vedgevedge 的平分线, 

即指向 ),( 21 vvneigh 的 21 ,, vvv 的角平分线(图 4.3.1). 显然, bvvneighv ),(, 21 . 我

们 将 给 出 任 意 一 点 }{vbw  的 运 动 方 程 . 注 意 到 , 

2/,,,,2/ 21   vvwvvw , 这是因为b 的指向决定的. 这样的点在以 v 为

圆心的某个圆上运动, 即 

))(](),,(),,([)](,,[ 21 thwvwvtvfctwvvg  , 

其中 )(th 待定, 它确定了点沿圆的”运动速度”. 

我们迫使 0)0( h , 即 )0,()0](,,[ 21 wwvvg  . 下面我们只需在定义 )(th 时保证
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)](,,[),( 211 twvvgtvf  为恒定值. 

 

图 4.3.1. (a-b)全等保持. w是 }{vb  的任一点. 

有两种情况, (a) )(SSIw  (b) )(SSLw   

(c) )()(),(),( wplengthvplengthwwvvuvtwftvf ii

zz   

 

引理 4.3.2.
[5]

 令 ],,[],,,[ 222111 rpccrpcc   . 21   , )0()0( 21 ccd  . 假

设 ]0,2/[,],2/,2/[ 21   . 则 dcc  )()( 2211  当且仅当 

2

2

2

1

1

2

cos1sin

1cossin

cossin
cos















 

证明. 假设在三维空间中我们有两个垂直于 xy 平面的同心圆 21,CC , 21 , rr 分别是

它们的半径. 不失一般性, 通过平移可使圆心位于原点, 通过旋转可使 1C 在 xz 平

面上 . 因此 , 1C 上任一点具有坐标 )sin,0,cos( 1111  rr , 其中 1 是参数 , 

 20 1  . 

2C 上的点可被参数化定义为 )sin,sincos,coscos( 222222  rrr , 2 是具

有和 1 相同的界的参数, 是 21,CC 所在平面的夹角. 
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对于给定的 21, , 我们可以计算圆上相应两点的距离的平方: 

)sinsincoscos(cos2

)sinsin()sincos()coscoscos(

212121

2

2

2

1

2

2211

2

22

2

2211









rrrr

rrrrr
 (4.3.1) 

我们需要根据 1 来确定 2 以使这个距离是常数. 我们只关心 ]0,2/[1   的

情 况 . 只 需 将 021  代 入 (4.3.1) 中 便 可 以 得 到 所 需 的 距 离 平 方

cos2 21

2

2

2

1

2 rrrrd  . 

因为(4.3.1)必须等于 2d , 则有 

)cos1)(cos1()coscos1(cos

sinsincoscoscoscos

2

2

1

22

21

2

2121








 

用求根公式可求出 

1cossin

cossin

)cossin1)(cossin1(

)1cossin)(cos(sin

sincoscos

sinsincoscos
cos

1

1

11

11

1

2

1

22

1

2

1

2

2





























    (4.3.2) 

因为我们知道 02/ 2   , 所以上式给出了 2 关于  ,1 的关系. 为了确

定符号 , 我们考察 2/1   的情况 , 由(4.3.2)这意味着  sincos 2  . 因为

]0,2/[2   , 所 以  2/)s i n(1

2  c i s . 我 们 只 关 心

]2/,2/[   的情况, 也就是说, 两圆分开不超过 2/ . 因 ]0,2/[2   , 如果

]2/,0[   ,则应取－, 如果 ]0,2/[   , 则应取＋. 也就是, 我们选择 为

sin  的符号. 从而, 
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1cossin

cossin
cos

1

1

2








 .                     ■ 

 

在我们所考虑的具体问题中, 21, 分别表示 )(,2/ tht . 这些方程完全用

1 (从而, t )定义了 )(th , 从而也就定义了 g . 

到这里 , 我们已经知道如何递归 , 现在只需定义 ),( trf 就行了 , 其中

)(SSrootr  . 我们选择了如下定义, 它能保证 r 的垂足落在 xy平面上: 

))2/sin()(,())2/sin()(,(),(  trplengthrtrplengthrtrf  . 

前面已经提到过, 对于凸多边形 P , 我们能将处于 P 的顶点处的折痕(它们是

角平分线)和它的垂线折痕自然延长到方形纸的边界. 从而, 上述极基的模拟方法

完全可以方便地移植到 Folding and Cutting 问题中凸多边形的模拟中去, 只不过

适当地将各圆的半径按照延长后的长度做相应改变即可. 这里便不赘述了. 

最后, 我们需要把极基折平. f 的基b 可以看作是三维的”纸”, 它是可以被折

平的. )(Pb 的每个面均垂直于 xy 平面, 因此这只是一个将一棵树(阴影树)折叠成

线段的二维问题, 那自然是很简单的. 另外, 从上面的模拟过程可以看到, 阴影树

具有和 )(PSS 相同的结构和角度, 只是各边的长度可能不同. 

遗憾的是, 对非凸多边形, 对其折纸过程的描述存在种种困难, 目前仍处于研

究中, 尚无较为满意的结果. 

4.4 OpenGL 带来的问题 

在 OpenGL 中, 绘制多边形P 的语句如下: 
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上述语句执行后, OpenGL 会绘出依次以 nPP ,,1  为顶点的多边形. 但是, 这

里有个限制, 即所作的多边形必须是凸多边形, 如果不是, OpenGL 将作出错误的

图形. 这使得我们在绘制凹多边形时不得不先对其进行凸分解, 然后再绘出分解

所得的各个子凸多边形. 可以想见, 这将非常麻烦. 

由于我们已经约定在模拟过程中折痕图的各个面是刚性的, 因此在实际编程

过程中, 对整张纸的作图是通过分别作出折痕图的各个面来实现的. 对于折痕图, 

利用引理 2.2.1, 我们得到下面重要的结论.  

 

引理 4.4.1. 对于任何简单多边形 P , 其折痕图上的各个面均为凸多边形. 

证明. 由文中第三部分知, 折痕图由两部分组成, )(PSS 与垂线折痕. 首先, 垂线

折痕均是线段, 且每一条线段都完全落在 )(PSS 分割纸张形成的的某个面内, 因

此, 垂线折痕的引入不会带来任何新的凹顶点(也称之为优角顶点, 即内角大于

180 度的顶点). 

下面, 我们说明 )(PSS 原有的凹顶点是如何被后来增加的垂线折痕破坏的. 

如图 4.4.1, 设 )(SSVv 是 )(PSS 中由边 e 产生的面的任一凹顶点, 显然 v 是内部

节点. 

现由 v向 e引垂线, 则该垂线的方向必定不会落在区域 1, 3 内部, 否则, 假设

垂线的方向为 1a , 则我们可以作出一条与 1a 平行的直线 1L , 它与 v的两邻边 21,kk

glBegin(GL_POLYGON); 

glVertex3f(P1); 

…… 

glVertex3f(Pn); 

glEnd(); 
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相交, 且通过区域 4. 而 L垂直于 e , 这便与引理 2.2.1 矛盾. 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.4.1. 证明引理 4.4.1 用图 

 

垂线的方向也不可能落在区域 4 内部, 否则假设垂线的方向为 2a , 则我们可

以作出一条与 2a 平行的直线 2L , 它与 v的邻边 2k 相交于 1w , 与 1k 的内向延长线相

交于 2w , 且 2w 在面内. 1w 在面的边界上说明 e 的波阵面在此与另一边的波阵面

相遇, 由于后者并非沿着 2L 传播, 因此它将先期到达 2w , 矛盾. 

最后, 垂线的方向也不可能落在 21,kk 或其延长线上(留给读者验证). 因此垂

线的方向必落在区域 2 内部, 如 . 也就是说, 在折痕图中, 从 v将引出一条沿

方向的垂线折痕. 这条折痕便破坏了 v的凹性. 

由上所述, )(PSS 上原有的凹顶点都将被破坏, 而新引进的垂线折痕并不带

来新的凹顶点, 故在最后的折痕图中没有凹顶点. 证毕.                    ■ 

 

根据上述引理, 我们在绘制各个面的时候便不必对它进行凸分解后再进行绘

制了. 

Region 1 

Region 2 

Region 3 

Region 4 

v  
1L  

 
1  

2  1k  

2k  

2L  

2w  

1w  

  
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4.5 模拟结果实例 

作为结束, 我们给出三组模拟折叠的结果. 它们有些类似于图 4.1.1, 但图

4.1.1是对极基问题的模拟, 而这里给出的是对Folding and Cutting问题的模拟, 前

者的纸张形状为多边形, 后者的纸张形状为方形. 

   

   

   

图 4.5.1. 三组模拟结果 
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附录一  名词索引 

 

Corridor  走廊 

Crease Pattern  折痕图 

Cut Edge  切边 

Distance-Preserving  保距 

Edge Event  边消失事件 

Extreme Origami Base  折纸极基 

Flap  折翼 

Flat Foldable 可折平的 

Flip Event  边交换事件 

Inner Wavefront  内向波阵面 

Medial Axis  中轴 

Monotone Polygon  单调多边形 

Mountain Fold  外折 

Origami  折纸 

Outer Wavefront  外向波阵面 

Perpendicular Edge  垂线边 

Perpendicular Fold  垂线折痕 

Real Perpendicular  实垂线 

Reflex Vertex  凹顶点(或优角顶点) 

Shadow Tree  阴影树 

Skeleton Face  直架面 

Split Event  边分裂事件 

Straight Skeleton  直架 

Unbounded Triangle  无限三角形 

Uniaxial Base  单轴基 

Valley Fold  内折 

Wavefront  波阵面 
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附录二  英文概述 

 


