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计算最短穿越 

 

于  海 

 

一、直线穿越的表示 

 

给定 n 维空间中的 m 个非空点集 S1，…，Sm，如果直线 L 与每个点集均有公共点，则

称 L 为这 m 个点集的一条直线穿越（line transversal 或 stabbing line）。同样，如果线段 K

（本文中的线段均指闭线段，且包括单点集）与每个点集均有公共点，则称 K 为这 m 个点

集的一条线段穿越（segment transversal 或 stabbing line segment）。穿越的概念是海莱定理

（Helly’s theorem）的延伸，它的存在性等问题一直是计算几何中海莱类定理（Helly-type 

theorems）的理论（[1]、[2]）和算法（[3]、[4]）研究的热点。 

在本文中，我们主要讨论最短线段穿越的问题。 

 

引理 1.1  S1，…， Sm为非空点集，L 为它们的一条直线穿越，定义集合 E={线段 r | rL，

且 r 为线段穿越}，则 E 。 

证明   i=1, …，m，因 L Si ，可取 uiL Si，在 L 上取一条包含所有 ui 的线

段 t，则有 tE，从而 E 。   □ 

 

在引理 1.1 的条件下，因 E ，可记 rK
Er

  。易知：当 i

m

i

S
1

 为单点集{a}时，K={a}；

当 i

m

i

S
1

 为多点集时，K=。下面考察 S1，…， Sm为非空凸闭点集且 i

m

i

S
1

 =的情况。 

 

定理 1.1  S1，…， Sm（m 2）为非空凸闭点集且 i

m

i

S
1

 =，L 为它们的一条直线穿

越，则唯一线段穿越 KL，对线段穿越 tL，有 K t 。 

证明  首先证明存在性。记 L 的直线方程为 y=ax+b，其中 a，b 为 n 维向量。 i=1, …，

m ，L Si 为凸闭点集，从而为线段或射线或直线，则  pi，qiR },{  ，pi qi，ti

为 L 上由 x∈[pi,qi]定义的部分，且有 L Si=ti。记 p=max{p1，…，pm}，q= min{q1，…，qm}， 

则有：（1）  qp , ，这是显然的；（2） p ，否则便有  mpp 1 ，

从而 S1，…， Sm均包含 L 上由 x∈[  ,q]定义的部分，这与 i

m

i

S
1

 =矛盾；（3） q ，

理由类似（2）；（4） pq  ，否则，S1，…， Sm均包含 L 上由 x∈[p,q]定义的部分，也与 i

m

i

S
1

 =

矛盾。记 K 为 L 上由 x∈[q,p]定义的部分，则易验证：（1）K ti ，从而 K 为一条线段

穿越，即 KE；（2） tE，设 t 为 L 上由 x∈[f,g]定义的部分，因为 t ti （i=1, …，

m），则有 g p，f q，从而有 K t 。因此，K 即为所求线段。 

下证唯一性。假设 K1，K2 是满足上述条件的两条线段穿越，则有 K1K2 且 K2K1，

亦即 K1=K2。证毕。   □ 
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定义 1.1  处于一般位置的一组直线(lines in general position)指无三线共点、无两线平

行的一组直线。 

 

定义 1.2  简单集(simple objects)指存储空间只需 O(1)，相互之间的求交、求公切线等

基本操作也只需 O(1)时间的点集。 

 

由定理 1.1 可知，在 S1，…， Sm为非空凸点集且无公共点的情况下，点集的直线穿越

和该直线上的最短线短穿越是一一对应的。特殊的，各个点集为如下三种最常被研究的情况：

（1）处于一般位置的一组直线（2）无公共点的等半径圆（3）无公共点的全等凸多边形时，

这种一一对应关系均是成立的。因此，为了得到线段穿越的描述，我们只需得到直线穿越的

描述即可。由定理 1.1 的证明过程可以看出，如果这些点集为简单集，则我们可以在 O(m)

时间内找到特定直线穿越的相应最短线段穿越。 

 

1、圆的直线穿越 

 

[3]中采用了模式识别中常用的 Hough 变换来解决圆的直线穿越问题。如图 1.1，Hough

变换将把直线 L 映射为平面上的点(ρ,θ)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.1  Hough 变换 

 

直线 L 穿越圆 C0 当且仅当下式成立： 

000000 )cos()cos( rr    

从而，下式定义的点集实际上给出了平面中 n 个圆的所有直线穿越： 
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其中， )(max
1

i
ni

f


和 )(min
1

i
ni

g


均可以在 )log( nnO 时间内求出（参见[3]）。 

 

2、线段的直线穿越 

 

在[5]中，Edelsbrunner 等人采用了下述变换 T： 
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可以看出，该变换将一条直线映为一点，将一点映为一条直线。同时，它还能保持点与

直线之间的上下关系。 

 

引理 1.2  p 与 l 的上下关系经 T 变换后仍然保持。 

证明  不妨设 p 在 l 上方，从而有 dkab  ，亦即 bkad  )( ，这便意味着 Tp在

Tl 的上方。   □ 

 

引理 1.3  所有过(a,b)点且不垂直的直线 l 对应的 Tl 组成直线 y=ax+b 。 

证明  设 l 的直线方程为 ),(),(  kaxkby ，从而 Tl= ),( kabk  ，显然

这些点组成直线 y=ax+b 。   □ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.2  线段及其对应的双楔 

 

在变换 T 的作用下，一条非垂直线段的两端点将被映射为两条相交直线，它们所夹的

两个不含垂直线的区域称为双楔（double wedge）。由引理 1.2 和引理 1.3 知，双楔中的点所

对应的直线正是所有穿越该线段的直线，因此，n 条线段所对应的 n 个双楔相交的区域中的

点便对应着这些线段的所有直线穿越。该区域的边数为 )(nO ，整个区域可以在 )log( nnO 时

间内求出（参见[5]）。 

 
图 1.3  双楔求交所得的区域 

 



计算最短穿越 

4—15 

3、直线的线段穿越 

 

对任意非垂直的直线 L，设其方程为 y=ax+b，记 

}|),{(

}|),{(

baxyyxL

baxyyxL









 

称 L 为该直线的下半平面， L 为该直线的上半平面。 

以下考虑处于一般位置的 n 条直线 L1，…，Ln，其中无垂直线，且它们的斜率 k1，…，

kn 依次递增。定义如果 a<b，则 }|{],[ btatba  ，如果 a>b，则 }|{],[ atbttba   ，

记 ],[ 1 iii kkr （i=1, …，n，设 kn+1=k1）。令 
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再记
L

iA 为
L

iH 中各半平面的交，
R

iA 为
R

iH 中各半平面的交（参见图 1.4）。[18]中给出了如

下引理： 

引理 1.4   i=1, …，n，若线段 s 具有斜率 irk ，则 s 是 L1，…，Ln 的线段穿越当且

仅当它的两端点分别落在
L

iA 和
R

iA 中。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1.4  直线的线段穿越表示 

 

 

 

二、主要算法的设计 

 

 

为简化起见，以下的讨论只针对处于一般位置的一组直线。 

 

定义 2.1  直线的上包迹（upper envelope）和下包迹（lower envelope）统称为正规包迹

（normal envelope） 

Li+1 

Li 
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定义 2.2  设包迹 E1 由直线 L11，…，L1m各自决定的某半平面交获得，包迹 E2由直线

H21，…，H2n 各自决定的某半平面交获得。若 L11，…，L1m 的斜率均小于 H21，…，H2n 的

斜率，则称 E1 和 E2 是两个分离的包迹（two separate envelopes），并记为 E1<E2；若 L11，…，

L1m的斜率均小于一实数 k，则记为 E1<k 

 

引理 2.1  正规包迹 E1、E2 满足 E1<E2，则它们有且仅有一个交点 

证明  易知正规包迹可以表示为单值连续函数（这实际上是正规包迹的充要条件），设

两正规包迹各自对应的连续函数为 F1(x)和 F2(x)。由两包迹分离可知， Rkk  21, 满足

2211 EkkE  。取定 Rx 0
，令

12

0102 )()(

kk

xFxF
a




 ，从而 
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由连续性知 F1(x)和 F2(x)必在区间 ],[ 00 axax  内有一交点。下证交点的唯一性。否则设

在 x1、x2（x1< x2）处有两个不同的交点，则 

12

1222
2

12

1121
1

)()(
,

)()(

xx

xFxF
k

xx

xFxF
k









  

这与
21 kk  矛盾。   □ 

 

引理 2.2  
L

iH 、
R

iH 是无限凸集，且它们各自的两条无限边分别在直线 Li、Li+1上（当

i=n 时， Li+1指 L1） 

证明  具体证明留给读者。   □ 

 

由引理 2.2 知
L

iA 和
R

iA 是相离的（最多只有一个公共点），因为它们分别位于直线 Li 和

Li+1 交点的两边。从而再由引理 1.4 知，斜率范围为 ir 的所有线段穿越中最短者必定连接着

凸集
L

iA 和
R

iA 的边界。根据这个结论，我们可以很容易的说明[17]中给出的一条引理（[17]

中给出的证明较为复杂）。 

 

定理 2.1  n 条直线形成的凸壳分别截这 n 条直线得到 n 条线段，则这 n 条线段的最短

穿越也就是原来 n 条直线的最短穿越 

 

根据上述讨论，我们只需计算出 n 个斜率范围内各自的最短穿越线段，便可最终得到所

有穿越线段中的最短者。这里涉及到两个主要算法，我们将分别说明。 

在下面的算法中，正规包迹均使用它的各边右端的顶点从左到右形成的序列来表示，需

要注意的是，为了算法叙述的方便，我们认为包迹最右边射线的右顶点（称为无穷顶点）也

存在。这些顶点和包迹的边之间存在着一一对应。另外，我们规定正规包迹各边的方向为从

左到右沿着该边的方向。 
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                      (a)一般情况                    (b)一条直线的情况 

图 2.1  包迹的顶点表示，注意最后一个顶点 

 

（1）计算
L

iA 和
R

iA 的边界
L

iA 和
R

iA  

由引理 2.1 和引理 2.2，合并两个分离的上包迹或者合并分离的上包迹与下包迹最关键

的便是找出两包迹之间的唯一交点，根据这个思想，我们可以设计出有效的包迹合并算法。 

 

算法 2.1  合并两个分离的上包迹 

设E1< E2，记E1的顶点序列为{V1[i] | i=0,…,m-1}，它们相应的边所在直线的序列为{ L1[i] 

| i=0,…,m-1}；E2 的顶点序列为{V2[j] | j=0,…,n-1}，它们相应的边所在直线的序列为{ L2[i] | 

i=0,…,n-1} 

（1）x0，y0，V，L  

（2）WHILE  ( y<n-1  &&  V2[y]不在直线 L1[x]上方 ) 

        yy+1 

（3）WHILE  ( x<m-1  &&  V1[x]在直线 L2[y]上方 ) 

        VV {V1[x]}，LL {L1[x]}，xx+1 

（4）IF  ( V2[y]在直线 L1[x]上方 ) 

        GOTO (6) 

（5）GOTO (2) 

（6）求出 L1[x]和 L2[y]的交点 I，VV {I}，LL {L1[x]} 

（7）WHILE  ( y<n ) 

        VV {V2[y]}，LL {L2[y]}，yy+1 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.2  算法 2.1 跳至（6）时的情况 

 

定理 2.2  算法 2.1 返回的 V、L 分别是 E1、E2合并后的包迹 E 的顶点序列和相应的边

所在直线的序列；整个算法具有复杂度 )( nmO   

证明  引理 2.1 保证了经过有限步后必可从（4）跳到（6），我们只需证明（6）中求得

的 I 即是 E1、E2 唯一的交点。跳到（6）时，可以验证，V1 [x]在直线 L2[y]上或其下方，V2 [y]

在直线 L1 [x]上方。同时，V1 [x-1]（若存在）必在 L2[y]上方（否则算法便会在 x-1 时跳到

V1 [x] 

V2 [y] 

I 
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（6）），而 V2 [y-1]（若存在）必在 L1 [x]上或其下方（否则算法便会在 y-1 时跳到（6））。从

而包迹上这两点各自对应的两段必相交，它们的交点便是两包迹唯一的交点。 

显然，（2）、（3）对 E1、E2 的每个顶点至多检查一次，故而复杂度为 )( nmO  ，另外，

（4）、（5）最多被执行 m+n 次，（7）具有复杂度 )(nO ，其他语句复杂度为 )1(O ，从而整个

算法的复杂度为 )( nmO   。   □ 

 

定义 2.3  顺时针计到  夹角为 ，则向量到  的角度定义为：若  0 ，

则   ，否则   2  

 

算法 2.2  合并分离的上包迹和下包迹 

记 E1 的顶点序列为{ V1[i] | i=0,…,m-1 }，它们相应的边所在直线的序列为{ L1[i] | 

i=0,…,m-1}，相应的边所对应的方向向量序列为{ D1[i] | i=0,…,m-1 }；E2 的顶点序列为{ V2[j] 

| j=0,…,n-1 }，它们相应的边所在直线的序列为{ L2[i] | i=0,…,n-1}，相应的边所对应的方向

向量序列为{ D2[i] | i=0,…,n-1 } 

（1）x00，y0m-1，x10，y1n-1 

（2）IF  ( x0 y0  ||  x1 y1 ) 

        GOTO (8) 

（3）x







 

2

00 yx ，y







 

2

11 yx  

（4）以下（4）至（7）不妨设 V1[x]在 V2[y]的左侧（即 V1[x]的 x 轴坐标V2[y]的 x

轴坐标），  D1[x+1]到 V1[x]V2[y]的角度，  D2[y]到 V1[x]V2[y]的角度 

（5）IF  ( E1 是下包迹 && E2 是上包迹 ) 

  ，    

（6）IF  ( 0  )  { 

         IF  ( 0  ) 

             y1y ； 

         ELSE IF  (    )   

             y0x，y1y ；      

         ELSE 

             x0x+1，x1y+1 ； 

     } 

     ELSE  { 

         IF  ( 0  ) 

             x0x+1 ； 

         ELSE IF  (    )   

             y1y ；      

         ELSE 

             x0x+1 ； 

     } 

（7）GOTO (2) 

（8）以下（8）至（10）不妨设 E1 是上包迹，E2是下包迹。此时，x0=y0或 x1=y1 。 
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    这里设 x0=y0，对 x1=y1 的情况请读者根据算法的主要思想自行给出 

    WHILE  ( x1 y1 )  { 

        y







 

2

11 yx  ； 

        IF  ( E1<E2 )  { 

            IF  ( V2[y]在 L1[x0]下方 ) 

                x1y+1 ； 

            ELSE 

                y1y ； 

} 

ELSE  { 

            IF  ( V2[y]在 L1[x0]上方 ) 

                x1y+1 ； 

            ELSE 

                y1y ； 

} 

    } 

（9）计算 L1[x0]和 L2[x1]的交点 I 。 

（10）IF  ( E1<E2 ) 

          将 E1 在 I 点右边的部分和 E2 在 I 点右边的部分合并得到包迹 E； 

      ELSE 

          将 E1 在 I 点左边的部分和 E2 在 I 点左边的部分合并得到包迹 E； 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.3  算法 2.2 中的对半消除 

 

定理 2.3  算法 2.2 能找出分离的上包迹和下包迹合并后的包迹；在第（10）步复杂度

为 )1(O 的条件下整个算法具有复杂度 )log(log nmO   

证明  算法的关键步骤是第（6）步的对半消除，它每次淘汰某一包迹上不可能与另一

包迹相交的部分。我们只针对其中的某一情况给出证明，其余的情况留给读者验证。如图

2.3，考虑   0,0 的情况。此时，下包迹在直线 L2[y]下方，而上包迹在直线 L1[x+1]

上方，由连续性，V2[y]左边的部分必定与上包迹相交。因此，V2[y]右边的部分必不可能与

上包迹相交（因为两包迹有且仅有一个交点），完全可以舍去，这也正是 y1y 所做的。 

第（5）步实际上利用关于 x 轴的对称操作将（E1 是上包迹 && E2 是下包迹）转化为（E1

是下包迹 && E2 是上包迹）。第（8）步是在已经得到交点 I 在某一包迹上所在的边后，对

另一包迹进行对半查找。第（10）步的正确性由引理 2.2 保证。 

由于（6）、（8）实现了对半消除（即每次都有一半的包迹顶点被淘汰），从而在第（10）

V1[x] 

V2[y] 

  

  L1[x+1] 

L2[y] 
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步复杂度为 )1(O 的条件下整个算法具有复杂度 )log(log nmO  。   □ 

 

如果采用链表结构来表示包迹，第（10）步完全可以在 )1(O 时间内实现。 

由算法 2.1，我们可以很容易的结合分治算法实现计算直线的上包迹，复杂度满足

)()2/(2)( nOnTnT  ，从而 )log()( nnOnT  。通过关于 x 轴的对称变换，直线的下包迹可

以转化为求解上包迹。最后，结合算法 2.2，我们便可以求出各
L

iA 和
R

iA 。 

（2）计算
L

iA 和
R

iA 之间的最短距离 

在[9]中，Edelsbrunner 已经给出了求解两凸多边形最短距离的复杂度为 )log(log nmO 

的算法。该算法分为三步：（1）初始化阶段（Initial Phase），（2）对半消除阶段（Binary 

Elimination）（3）收尾阶段（Final Phase）。在我们所关心的问题中，根据引理 2.2，第一步

是不需要执行的；第二步中，他的算法对可能出现的各种情况都做了相应的讨论和处理，但

是，在我们的问题中，有很多情况是根本不会出现的，从而完全可以对该步算法的相应部分

作适当的删除和简化。 

 

引理 2.3  s 是连接
L

iA 和
R

iA 各自某一顶点的线段，则[9]中定义的   ,,, 均在

(0,π)范围内。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.4  对 Edelsbrunner 算法的简化 

 

根据上述引理，我们得到如下简化了的算法： 

 

算法 2.3  简化对半消除（Simplified Binary Elimination） 

情况 1：如果某一条链仅有一个顶点（不妨设 p1=p2）。如果 2/  ，则令 q1=mq；如

果 2/  ，则令 q2=mq 

情况 2：如果某一条链仅有两个顶点（不妨设 p2=mp）。如果   ，则：若 2/ 

便令 p1=p2，若 2/  便令 q1=mq；如果 2/  ，则令 q2=mq；如果 2/  ，

则：若 mq 在线段 p1p2 上的投影存在便令 q2=mq，否则便令 p2=p1 

  

   
   

   

mp 

mq 

p1 

p2 q2 

q1 
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情况 3：每条链都至少含三个顶点。如果   ，则：若 2/  便令 p1=mq，

若 2/  便令 q1=mq；如果   ，则：若 2/  便令 p2=mp，若 2/  便

令 q2=mq 

 

定理 2.4  算法 2.3 具有复杂度 )log(log nmO   

 

三、关于最低复杂度 

 

在本节里，我们将主要对一类问题的算法最低复杂度（lower bounds）作一总结，并证

明求 n 条直线上包迹问题的最低复杂度为 )log( nn 以及合并两个分离的上包迹的最低复杂

度为 )(n ，从而说明了在第二节中给出的相应的算法是最优的。证明一个问题的最低复杂

度一般有两种方法：一种方法是给出某一实例，证明求解该实例所需的复杂度，[9]中求解

两多边形的最长距离、[10]中求解两多边形的最短顶点距离均采用了这样的方法；另一种方

法是，已知问题 A 的最低复杂度，同时问题 A 又能在线性时间内转化为问题 B，则问题 B

至少具有和问题 A 同样的最低复杂度，这一方法在[14]、[15]中被多次使用。我们将着力突

出后一种，即问题之间的相互转化。 

 

问题 1  元素互异问题（element uniqueness problem）：判断含 n 个实数的集合中各元素

是否互异 

问题 2  最小间距问题（minimum gap problem）：求出实轴上 n 个点之间的最小间距 

问题 3  求出由 n 条直线决定的凸壳 

问题 4  求出由 n 条直线决定的包迹 

问题 5  宽度问题（width problem）：判断平面上由 n 个点组成的某个点集的宽度是否

小于等于某一给定的值 w 

问题 6  圆的穿越问题（stabbing circles problem）：判断平面上 n 个等半径圆是否存在

一条直线穿越 

问题 7  最大间距问题（max gap problem）：给定实轴上 n 点以及实数 d，判断是否存在

相邻两点，它们之间的距离大于等于 d 

问题 8  圆弧覆盖问题（arc cover problem）：给定同一圆周上的 n 条开圆弧，判断它们

的并是否覆盖了整个圆周 

问题 9  圆弧相交问题（arc intersection problem）：给定同一圆周上的 n 条闭圆弧，判断

它们的交是否非空 

问题 10  线段的穿越问题（stabbing segments problem）：给定平面上的 n 条线段，判断

是否存在它们的一条直线穿越 

问题 11  求出平面上 n 条直线的上包迹 

问题 12  求出平面上 n 点的凸壳 

问题 13  求出平面上 n 条线段的上包迹 

 

引入记号 BA 表示问题 A 可以在线性时间内转化为问题 B。在[14]中，Ching 和 Lee

证明了如下转化关系：(1) (2) (3)；在[15]中，D. Avis 和 J. M. Robert 则证明了如下转化

关系：(5) (6)，(7) (8) (9) (10)，其中，(5) (6)，(8) (9)的转化是可逆的，从而

也有(6) (5)，(9) (8)。另外，由[19]中介绍的格雷厄姆方法可知(3) (4)。 
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定义 3.1  设 e 是凸多边形 P 上的一条边，v 是 P 的所有顶点中距离 e 所在直线最远的

顶点，则称(e,v)为一组对跖边点对（antipodal edge-vertex pair），v 到 e 所在直线的距离称

为该对跖边点对的宽度。 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.1  对跖边点对 

引理 3.1 （1）凸 n 多边形 n 条边决定的 n 组对跖边点对可在 )(nO 时间内全部找到。 

（2）凸 n 多边形的宽度等于它的 n 条边决定的 n 组对跖边点对宽度中最小者。 

证明  （1）如图 3.1，取定一条边 e，离它最远的顶点 v 可在 )(nO 时间内找到，它们构

成一组对跖边点对。设 e’是 e 逆时针方向上的下一条边，则 v’逆时针到 v 这条链上所有的

顶点必都处在过 v 且与 e’平行的直线和 e’之间（因为由凸性，这条链夹在过 v 与 e 平行的直

线和 vv’之间），从而它们到 e’的距离均不超过 v 到 e’的距离，所以离 e’最远的顶点必可在 v

逆时针到 v’’这条链上找到。综上可知，在找到一对对跖边点对后，对凸多边形边界搜索一

周便可找出所有的对跖边点对。 

（2）略。   □ 

 

易知 n 点点集的宽度等于该点集凸壳的宽度，因此由引理 3.1 可知，当找到了该点集的

凸壳后，其宽度便可在线性时间内求出，从而得出结论：(5) (12)。 

下面说明(11)和(12)之间的相互转化关系。我们需要使用第一节中提到的变换 T。 

 

定义 3.2  设凸多边形最左边的顶点为 P1（若同时有多个点均具有最小的 x 轴坐标，则

取处于最上方的点），最右边的顶点为 P2（若同时有多个点均具有最大的 x 轴坐标，则取处

于最上方的点），称 P1与 P2 所连接的凸多边形上方的边界为该凸多边形的上盖（roof）。 

 

考虑 L1，…，Ln 这 n 条直线（不失一般性，可设其中无垂直线），在变换 T 的作用下，

它们分别映射为点 P1，…，Pn。设 L1，…，Ln 的上包迹顶点从左到右依次记为 Vi(i=1，…，

r)，而 P1，…，Pn 的凸壳上盖的顶点从右到左记为 Ki(i=1，…，t+1)，边从右到左记为 Ei(i=1，…，

t)，它们所在的直线分别记为 Hi(i=1，…，t)。 

 

引理 3.2  tr  ，且 T(Vi)=Hi  (i=1，…，t) 

证明  我们使用数学归纳法。当 n=2 时，因为 V1 在 L1，L2 上，由引理 1.2，P1=K1、P2=K2

在直线 T(V1)上，即 T(V1)=H1 。设 n=k 时结论仍成立，现考虑 n=k+1 的情况。 

不妨设 V1 是直线 L1 和 L2的交点，其余通过 V1的直线斜率均在 L1和 L2之间。由引理

2.2，这两条直线中有一条具有所有直线中最小的斜率，设为 L1，又注意到 L1 是同斜率的直

线中截距最大者，从而 P1=K1，下证 P2=K2 。否则，设 P1P2 所在的直线为 L，易知 T(V1)=L，

有两种情况：若在 L 上方有一点 Pi，则 Li 将在点 V1 上方，这与 V1是上包迹的一个顶点矛

盾；若在 P1P2 的延长线上有一点 Pi，则 Li 同样通过点 V1 且斜率比 L2 大，这与 L2 的选取矛

v 

e v’ 

e’ 
v’’ 
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盾。从而我们有 P2=K2。再由引理 1.2，便有 T(V1)=H1。 

下面，我们将所有斜率小于 L2 斜率的直线去掉，此时 Vi(i=2，…k+1)将成为剩余直线

的上包迹顶点，而 P2 将成为凸壳上盖最右边的顶点（因为变换域中相应的去掉的点正是所

有 P2 右边的点）。由归纳法，可知 r-1=t-1，且 T(Vi)=Hi (i=2，…，k+1)。综上，便知 r=t，且

T(Vi)=Hi (i=1，…，k+1)，从而原引理成立。   □ 

 

对于 L1，…，Ln 这 n 条直线，首先通过变换 T 在 )(nO 内将它们映射成 n 个点 P1，…，

Pn；计算出这 n 个点的凸壳后，我们便可以在 )(nO 内找到它的上盖；根据所得的上盖我们

便可以通过 T 的逆变换得到原来直线上包迹的各个顶点，再由引理 2.2 便可在 )1(O 内得到完

整的上包迹。因此，我们有(11) (12)。 

仿照上面的讨论，我们也可以很容易的得到(12) (11)，从而便有(11) (12)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)上包迹与凸壳上盖的对应关系 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b)去掉一些适当直线后的情况 

图 3.2  问题(11)与问题(12)的相互转化 

 

最后我们说明(11) (13)。不妨设这 n 条直线不相互平行。在所有直线中，若有垂直线，

我们可将所有线段旋转适当角度，使各条直线均不垂直。然后，找出斜率最小和最大的两条

直线 l1 和 l2（如果斜率一样，取截距较大者，即处于上方的直线）。求出 l1上与其他直线相

交的所有交点中最左边的交点，设它的 x 轴坐标为 a，再求出 l2 上与其他直线相交的所有交

点中最右边的交点，设它的 x 轴坐标为 b，注意到 l1 必和 l2相交，从而有 a b。最后计算出

所有直线在[a,b]范围内的线段部分。以上步骤均能在 )(nO 内完成，而这些线段的上包迹实

际上是直线上包迹除去最外两条在 l1、l2 上的射线（参见图 3.3），从而在得到线段的上包迹

后能在 )1(O 内得到原先直线的上包迹。 

总结上述的转化关系，我们得到如下三条转化链： 

(1) (2) (3) (4) 

(6) (5) (12) (11) (13) 

V1 
V2 

E1 

E2 V3 

E3 

V2 E2 V3 

E3 
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(7) (8) (9) (10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.3  将问题(11)转化为问题(13) 

 

其中，(1)、(5)、(7)已经在代数决策树（algebraic decision tree）的框架下被证明具有最

低复杂度 )log( nn ，从而以上列举的所有问题均具有最低复杂度 )log( nn 。同时，(4)、(13)、

(10)均已经找到了 )log( nnO 的算法（参见[16]、[12]、[4]），从而所有问题也就均具有了

)log( nnO 的算法，即最优算法。 

 

推论 3.1  合并两分离的上包迹的算法具有最低复杂度 )(n  

证明  设其最低复杂度为 X(n) 。结合分治算法，可以得到一种计算直线上包迹的算法，

设 该 算 法 的 复 杂 度 为 T(n) ， 则 有 T(n)=2T(n/2)+X(n) ， 于 是 我 们 得 到

)22()
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在上式中，令两边取 n ，便有 

0,
log

)(
lim 




nn

nT

n
 

这与问题（11） )log( nn 的复杂度矛盾。   □ 

 

另外，能否将上述三条链连接起来从而形成一个环呢？这将是一个有趣的问题。 

 

l1 

l2 

x=a x=b 
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四、几个计算实例 

 

我们根据上述设计的几个重要算法，用 VC6.0 实现了一个计算直线的最短穿越的演示

程序。下面是它运行的几个结果。 
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