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Voronoi-Based Surface Reconstruction 

李登高  刘建  岳利强 

 

Abstract 

 

基于 Nina Amenta, Marshall Bern
[1]等人

的论文，我们实现了一个从三维散乱点

集重构出三维曲面的算法。该算法保证

在采样密度满足一定要求的条件下，重

构出来的三维曲面与原曲面是拓扑同

构的，并且随着采样密度的增大，重构

结果收敛到原曲面。输出的结果网格插

值输入点集，而不是逼近输入点集。 

 

该算法的基础是三维空间的 Voronoi

图，有了三维 Voronoi 图的有效算法，

整个算法就很容易实现。我们采用的是

Clarkson
[2]等人提出的随机增量算法，

该算法通过求解 n+1 维的凸包来求解 n

维的 Delaunay 三角划分。对三维空间

的 Delaunay 三角划分，该算法的时间复杂度和空间复杂度均为 O(n
2
)。 

 

通过对原算法一定程度上的优化与改进，我们的实现版本显示出了良好的效率。 

 

Introduction 

 

关于三维曲面的重构问题，有很多相关的文献。Hoppe
[4]等人最早提出了这个问题，他

们定义输入为三维空间 R
3 上的无组织点集，输出为多边形网格。而将 Voronoi 图和

Delaunay 三角划分引入到曲面重构中的思想由来已久，但是和其他的重构算法相比，

Amenta 等人的算法具有下列优点： 

1. 不需要实验确定参数，具有“自适应”的特性； 

2. 重构结果插值输入点集，高频特性好，不会损失细节信息； 

3. 在满足采样条件的基础上，正确性可以得到保证。 

 

该算法生成输入采样点的 crust：即生成一系列的三角形，顶点均为采样点。实际上，

crust 三角形总是会出现在采样点集的 Delaunay 三角划分中的。 

 

所谓 crust，是指将采样点集的（部分）Voronoi 顶点加入到采样点集中，再做一次 Delaunay

三角划分，如果一个 Delaunay 单纯形中有三个点均属于采样点，则将这三个点构成的

三角形加入到 crust 集合中。 

 

实验结果表明，三维 crust 很好地再现了原曲面。 
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Delaunay Triangulation in 3D Space 

 

在二维空间中，Delaunay 三角划分是指由采样点构成的三角形集合，其外接圆内部不

包含其他采样点。推广到三维空间中，Delaunay 三角划分是指由采样点构成的四面体

集合，其外接球内部不包含其他采样点。 

 

我们知道，Delaunay 三角划分与 Voronoi 图是对偶的，一个 Voronoi 顶点对应一个

Delaunay 单纯形，求 Voronoi 图与求 Delaunay 三角划分是等价的。而 d 维的 Delaunay

三角划分可以转化为 d+1 维的凸包问题，其关键思想是将 d 维点集投影到 d+1 维广义

抛物面上，求其凸包，然后再投影回去。 

 

理解了上述基本问题，三维空间的 Delaunay 三角划分算法就归结到四维空间的凸包算

法上了。幸运的是，现在关于高维凸包算法的研究成果非常丰富，一些算法模块可以从

网上下载到。虽然如此，我们还是参考 Clarkson 的算法，写出了自己的实现版本。 

 

Clarkson’s Convex Hull Algorithm 

 

Clarkson
[2]的凸包算法是一种增量算法，适应任意维的凸包求解。为了阐述 Clarkson 算

法，我们先引入高维空间中的下列概念（均不考虑退化的情况）： 

 

超平面(Hyper plane)：超平面将 d 维空间分成两部分，超平面方程为一线性方程；二维

空间中的直线，三维空间中的平面是超平面在二维、三维空间中的特例。 

单纯形(Simplex)：d 维空间中 d+1 个点确定一个单纯形；二维空间中的三角形，三维空

间中的四面体是单纯形在二维、三维空间中的特例。 

面片(Facet)：d 维空间中 d 个点确定一个面片，即任意单纯形去掉一个顶点所剩下的部

分；二维空间中的线段，三维空间中的三角形是面片在二维、三维空间中的特例。 

脊(Ridge)：d 维空间中 d-1 个点确定一个脊；二维空间中的点，三维空间中的线段是脊

在二维、三维空间中的特例。 

邻接关系：当两个单纯形共用一个面片时，我们称这两个单纯形是邻接的。当两个面片

共用一个脊时，我们称这两个面片是邻接的。 

 

Clarkson 算法的基本思想是将点集的凸包用一系列单纯形的并集来表示。当加入一个点

x 时：如果 x 位于凸包内，忽略之；如果 x 位于凸包外，对于凸包上每个对 x 可见的面

片 F，生成一个由点 x 和面片 F 构成的新单纯形，称 x 为该单纯形的顶点(Peak Vertex)，

F 为该单纯形的底面(Base Facet)。通过巧妙设计的数据结构，对凸包的查询、更新操

作能够以合理的时间复杂度来完成。 

 

为了在数据结构中统一表示单纯形和凸包上的面片，引入无穷远点 O’的概念，将其看

成是一个固有的点。将凸包上的面片也记成单纯形，其底面为该面片，顶点为 O’。以

后不加说明，面片单纯形就是指这个面片对应的广义单纯形。 

 

先建立起第一个单纯形，称之为根；和根共享底面的单纯形称为反根。在 d 维空间中，

根有 d+1 个面片，从而有 d+1 个邻居（其中包含反根），这些邻居都是凸包上的面片和

无穷远点 O’生成的广义单纯形。这样，我们就得到了 d+2 个初始单纯形。 
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记录单纯形的数据结构除了记录各个单纯形的顶点和底面之外，还记录各单纯形之间的

邻接关系。这种数据结构保证了下列操作能在常数时间内完成： (1) 给定单纯形，找

出其顶点与底面； (2) 给定单纯形的某点，找出与之相对的邻接单纯形和相对的点； (3) 

给定单纯形的某邻接单纯形，找出与之相对的点。除此之外，我们还必须记录每个单纯

形底面的平面方程，用于可见性判断，约定顶点总是位于底面的正半空间。 

 

下面讨论每加入一个点 x 之后所进行的增量操作。 

 

首先，需要确定 x 是否位于凸包外，如果是，必须找出凸包上所有对 x 可见的面片。通

过从根和反根（单纯形）开始的深度优先搜索，可以找到凸包上某一个对 x 可见的面片。

为了减少深度优先扩展的规模，对底面背向 x（即顶点与 x 位于底面的不同半空间）的

单纯形不作扩展。同时，如果找到一个凸包上对 x 可见的面片，则停止搜索。如果搜索

过程结束之后，仍然找不到凸包上对 x 可见的面片，可以断言 x 不在凸包外。 

 

假设 x 位于凸包外，凸包上某一个对 x 可见的面片为 F。从 F 开始，做一次邻接搜索，

可以枚举出凸包上所有对 x 可见的面片。在做深度优先搜索的过程中，不扩展与顶点

O’相对的邻居，因为这些邻居必然位于凸包内；除此之外的邻居必在凸包上，因为它

们必然包含 O’点。 

 

找到这些面片，我们需要创建一些新的单纯形，并且修改某些已有单纯形的信息和邻接

关系。实际上，对于老凸包上对 x 可见的面片单纯形，只需将其顶点从无穷远点 O’替

换成点 x 即可。在实际实现中，对于它们之间的邻接关系，不需要作出任何修改，因为

它们之间原来的邻接关系正好反映了它们之间现在的邻接关系。 

 

那些需要创建的单纯形对应于新的凸包面片，这些新的凸包面片总是由 x 和一个“过渡

脊”构成的。所谓“过渡脊”，是指对 x 可见的凸包面片和对 x 不可见的凸包面片共有

的脊。一个“过渡脊”对应于一个新创建的单纯形：由点 x、“过渡脊”和无穷远点 O’

组成的单纯形，顶点为 O’。 

 

接下来的工作就是更新这些新建单纯形的邻接关系了（包括它们之间以及它们和已有单

纯形之间的邻接关系）。这个过程涉及到的已有单纯形就是定义“过渡脊”的两个面片

单纯形，除此之外，该过程涉及到的邻接关系都是新建单纯形相互间的邻接关系。基于

上述事实，可以将新建单纯形的创建工作与邻接关系的更新同时完成。大体思路是：从

一个新建单纯形开始做邻接搜索，创建新的新建单纯形，同时创建它们之间的连接关系。 

 

凸包的输出非常简单，只要输出凸包上所有对无穷远点 O’可见的面片即可，这个过程

完全可以复用上面的代码。 

 

上面粗略介绍了 Clarkson 算法的大致过程。关于该算法的复杂性分析，Clarkson
[2]等人

给出了严格的分析。我们只是引用他们的结论： 

 

当 d=2,3 时，其时间复杂度为 O(nlogn)；当 d>3 时，其时间复杂度为 O(n
[d/2]

)。 
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Delaunay Triangulation by Convex Hull 

 

前面已经提到 d 维的 Delaunay 三角划分可以通过 d+1 维的凸包算法来解决。设 d 维坐

标为(x1, x2, …, xd)，将其投影到 d+1 维广义抛物面上为(x1, x2, …, xd, x1
2
+x2

2
+…+xd

2
)。

然后求这些新点集的凸包，再将朝“下”的凸包面投影回去，每个凸包面的投影对应于

一个 Delaunay 三角划分中的“三角形”。这个转换的正确性是很容易证明的，只要注意

到超平面与广义抛物面的交投影到 d 维空间必然是一个广义球。 

 

尽管将 Delaunay 三角划分归结为凸包的过程是非常简洁的，我们还是据此对求凸包的

算法做了一些改进： 

(1) 由于投影到广义抛物面上的点必然位于凸包上，因此在增量过程中不会出现凸包内

的点，对比上面确定点是否位于凸包外的算法，可以看到，有了这个假设，就可以

节省很多的搜索时间； 

(2) 由于只有朝“下”的面片对我们是有意义的，引入 d+1 维空间的“上”无穷远点(0, 

0, …, +∞)作为第一个单纯形的顶点。这样整个凸包就变成了一个“柱状物”，大大

减少了单纯形的数量，加快了算法的运行，同时又不影响算法的正确性；  

(3) 注意到在(2)的改进中，所有与上无穷远点相关的凸包面去掉上无穷远点后剩下的脊

正好对应 d 维凸包中的一个面片，因此，该算法除了输出 d 维点集的 Delaunay 三角

划分之外，还可同时输出其凸包。我们注意到，这在下面的算法中将是非常有益的。 

 

The Crust Algorithm 

 

有了三维 Delaunay 三角划分的算法，我们来讨论 crust 算法在三维空间的实现以及和二

维空间的异同。 

 

为了叙述算法的内在思想，我们先引入中轴[1]的概念。在 d 维空间中，d-1 维曲面的中

轴是指在曲面上拥有不止一个最近点的点的集合。形象的说，让一个广义球自由膨胀，

保持内部为空，直到球上有两点与曲面相切，这个时候球心就在中轴上。 

 

在二维空间中，crust 是定义在采样点集上的一个图[3]：一条边属于 crust 当且仅当这条

边有一个外接圆内部既不包含采样点，又不包含 Voronoi 顶点。Amenta
[3]等人证明了对

于一段光滑曲线，如果采样间距小于 0.25 倍的点到中轴的距离时，crust 总是连接曲线

上相邻的点。 

 

二维空间 crust 算法非常简单，先计算出采样点集的 Voronoi 顶点，将其加入采样点集，

然后计算整个点集的 Delaunay 三角划分，保留三角划分中连接两个采样点的线段，这

些线段集就是所求的 crust。 

 

实际上，在二维空间中采样密度足够时，采样点的 Voronoi 顶点集合总是很好地拟合了

曲线的中轴，这也是二维 crust 算法正确性的保证。不幸的是，到了三维空间，这种完

美的性质不复存在了。在二维空间中，如果三点几乎位于同一条直线上，则它们的外接

圆的圆心必然远离该直线；而在三维空间中，如果四点几乎位于同一个平面上，它们的

外界球的球心未必就远离该平面，甚至可能位于该平面上。由于这个原因，三维 crust

算法不能使用所有的 Voronoi 顶点，Amenta
[1]等人采用了下述算法来“筛选”Voronoi
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顶点，筛选出来的 Voronoi 顶点称为极点： 

 

1. 计算采样点集 S 的 Voronoi 图； 

2. 对每个采样点 s 应用下面的处理过程： 

a) 如果 s 不在凸包上，取 p
+为属于 s 的最远的 Voronoi 顶点。记 sp

+为 n
+。 

b) 如果 s 在凸包上，记 n
+为相邻凸包三角形外法向的平均值。 

c) 取 p
-为属于 s 的在 n

+上负向投影最大的 Voronoi 顶点。 

3. 令 P 为所有极点 p
+与 p

-的集合。计算 S∪P 的 Delaunay 三角划分。 

4. 保留所有顶点均属采样点 S 的三角形。 

 

这就是三维空间crust算法的全过程。由于我们实现的Clarkson算法在输出三维Delaunay

三角划分的过程中能够同时输出三维凸包，上述算法中所有的要点就得以解决。当然在

实现中，我们还将面临其他问题。 

 

Implementation Issues 

 

首先介绍我们实现 Clarkson 凸包算法过程中遇到的问题，由于我们将凸包算法用来解

决 Delaunay 三角划分，就带来了一个算法稳定性的问题：因为广义抛物面是非常“陡

峭”的，任何数值上的误差不仅仅会影响到算法的精确性，甚至会造成整个算法的崩溃，

因为误差可能会导致算法中的某些隐含条件被打破，使得算法流程出现错误（我们在算

法实现过程中遇到了这个问题）。Clarkson 的解决办法是对误差进行严格控制，这在他

们的另一篇论文中有所论述[5]，这使得他们的实现非常复杂，实际性能也因此受到影响。

我们的解决办法是用整数运算代替浮点运算，因为整数运算是“精确”的，不会带来误

差。实际实现中，我们发现 32 位整数的表数范围不能满足实际需求（在计算过程中可

能溢出），因此我们使用了 64 位整数。 

 

因为采样点数加上极点数不超过 3n，三维 Delaunay 三角划分的复杂度为 O(n
2
)，所以

整个算法的平均复杂度是 O(n
2
)的。我们的实现版本在采样点数(Stanford Bunny)达到数

万时，仍然能够在数分钟的时间内完成整个计算（硬件环境为 P4 1.4G，512M 内存）；

而 Amenta
[1]等人声称的耗时为 23 分钟（硬件环境为 SGI Onyx，512M 内存）。这部分

得益于我们用整数精确运算代替了 Clarkson 繁琐的误差控制算法（Amenta 等人也注意

到了这一点，并在[1]的最后部分有所提及），虽然这会损失一定的精确性，但是在实际

应用中，我们并没有发现什么引人注意的误差。另外我们对上无穷远点的引入也带来了

相当的性能提升。 

 

Examples 

 

我们利用 gts.sourceforge.net网站上提供的若干例子作为我们程序的测试数据。

尽管这些数据并不是专门用于三维重构的，程序运行的结果仍然令人非常满意。除了在

一些特殊的地方出现了一些不应有的“洞”之外，重构结果基本反映了原曲面的信息。 

 

仔细分析那些“洞”的形成原因，除了不满足采样密度要求之外，我们认为这正是由于

三维空间与二维空间的区别造成的。仔细观察可以发现，有些“洞”的形成正是由于极

点过于靠近原曲面造成的，在二维空间中，这种情况是不大可能发生的。解决这个问题
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的办法之一就是舍去在求解 Voronoi 顶点的过程中系数矩阵的条件数“不好”的极点[1]，

由于这需要人工确定阈值，我们没有应用到算法中去。  

 

      

由散乱点集重构出来的曲面真实感图，数据来源 http://gts.sourceforge.net 
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