
随机三角剖分及其对应树的性质 

邓可、 应理航、常正义 

 内容提要： 

 

对于任意 n 条边的凸多边形 K，它的三角剖分集记为 nT ，本课题主要研究其中的一种剖

分 nT  的“几何”性质的度量，如 )(n 表示在  中，与一个顶点连接的最大的对角线

的数量。众所周知， nT 等价于 nB 和一个非付的网格路径集 nP 。在均匀概率下， )(n 和其

他的一些性质都可以在 nB 、 nP 中进行精确的描述。其中一个重要的结论是： )(n 非常接近

于 Log n 。 

 

一、 定义 

1、任意 n 条边的凸多边形其不同的三角剖分的数量为： 

        1... 32212312   ttttttttt nnnn  

      这是一个 calalan 数， 
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 2、设 nT ， id 是与 iv 相连的对角线的数量，定义 

        )(n = max( id   I=0,1,……n-1 )称为顶点最大度数 

  显然， )(n =2 时是“之”字形， )(n =n-3 时，是扇形。 

 3、 jivv 为一对角线，i>j 定义 jivv 的长度为 ))(,min( jinjivv ji   

  其物理意义是：两端点之间较短的连接边数，记 

  ):max()( tvvvv jijin   



  称为最长对角线长度。显然，n/3<= n <=n/2 

 

二、 引理及定理 

 

定理 1： 1log/)(  nEn n  

 

 事实上， )(n 相当集中，对于 c>0 当 n 时， 

  1}loglog)1(log)({  ncnprob n   

 

引理 1：任意顶点 iv 它的度数为 k 的概率为： 
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乘时，用，当时应乘以，表示当其中，
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的分布为引理
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另外，

趋于以下分布定理

 

 

三、 基础 

 

标准的三角剖分对应的二叉数是这样的： 10 nvv 的在△中，如果 iv 是△中的第三个顶点，

则树根赋以 i , 如下图 
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    根据上述定义， nT 等价于 nB  

 现在，构造一个路径 nPP )( 。定义一个△，由 y=0,x=n-2,y=x 三条直线围成。路径从

（1，0）开始，在（n-2,n-3）处结束，假设与 0v 连接的对角线有 j0 条，则从（1，0）向右

走 j0 步，设 ij 是从 iv 到比其大的顶点对角线的数量，若 ij > 0 则路径行至 y = i  ,然后，向右

走 ij 步。显然，不同的三角剖分对应于不同的路径。 

 )(n 在树中的物理意义是：假设 jivv （i<j）是 中的一个对角线，取一条回路，这条

回路从 1iivv 出发，从 ii vv 1 返回。这条回路首先遇到的是射入到 iv 的对角线，然后是从 iv 射

出的对角线， iv 的对角线数等于 )(b 中以 a 为根的子树中， ix 和 a 以及 a 和 1ix 之间的节点

数之和，其中 a 是包含 ix 、 1ix 的最小子树的根。即在 )(b 中，从 ix 到 1ix 所经过的内节点

数目减 1。 
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点的最大子树即包含不超过一半外节

”，称之为“近一半度量子树中所有的外节点数

为根节点为以并定义记它的非根内节点定一棵树的子树的外节点树，给

对应于以此内节点为根，因此，多边形根外）严格对应一个凸

任意一个内节点（除树的过程可知，在树中的造在树中的含义是：从构

限。，意味着最大度数的下说明：步长宽度的下限定理

给定三角剖分

引理

这样有：处的步长宽度，由于是在高度为其中，

宽度定义它的步长给定一路径

任意引理

，这样有：为路径距离减其中，

”为定义其“外部节点分割

为根的二叉树个内节点，其外节点为给定一棵有

 

 

 

四、证明 

 

 使用的基本定理是投票箱定理，该定理说明： 

 从（0，0）出发，向右走 I 单元，向上走 j<=I 单元，并保证 y<=x 的网络路径数是： 
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的路径有：到可知，从

步后），由投票箱原理过是路径上的一个点（经现在假设

），）或（，（）。所以（，），其余的路径通过（，通过（中，有

开始，在（），从（之间的平均分布变量，，是一系列假设

以使的定

，仅需确因此，在相应的路径上比最大水平步长要大，可知，由引理

若及证明：任意、引理

即

时，当

从引理可以得到

不等式，它的上限为根据注意到

值，以使步证明，首先确定分

证明、定理

也是所有路径数，所以只有一条路径，所以）到（，由于从（

的路径数为：

到（，从（，最后到达（，然后是（经过（

）开始，，其对应路径为从（若，因此仅需考虑因为度数分布是相同的

证明：、引理
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所以由于

常数

所以，意味因为

序列。’‘都终止这样的连续的”的个数，并且是连续的“

假设其中序列考虑到

足够大时当则

若取

是所走步数的限制其中，

则

设沿着正确的概率行进，或到（从

如果定义

为，时为显然当

的概率为：的路径其中通过





 

五、结论 

     我们三人经过近一个星期的努力，终于把该项目作完了。这里我们要感谢邓俊辉老师，

从他精心讲授的“计算几何”的课程里，我们学会了很多解决问题的方法。通过做课题， 
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为上式的极限时，，和并且当

以近似为上式乘

注意到

证明、定理

，则应乘以边等于时，有，当应乘以上述计数在此情况下，

，因此条边等于时，则有或。当的个数是

种情况，所以上述总共考虑到为

剖分个数因此，满足条件的三角均不超过和时，

的一个顶点。又由于当是的长度是不妨假设。由于

分包含三角形三角剖分，这些三角剖中有在

注意到三角剖分进行计数现在对满足这一条件的设

证明、引理



 

我们对计算几何的研究问题的方法有了更进一步的认识。尤其是：在本论文中，作者通过建

立与三角剖分对应的网格路径，并用概率论的知识对网格路径进行分析，从而达到分析随机

三角剖分的目的，这种方法在今后的工作和学习中一定可以用到。 

 作本课题的另一个收益就是：通过做课题，增强了我们合作的精神。这也许是很重要的

素质。 

 课题虽然已经完成，但有的地方还不是很完善，但仍然可以进行改进。如 Rand_max_diag

算法任没有一个线性算法。我们开始认为，它不存在线性算法，但不能从理论上加以证明，

后来通过大家的讨论，还是实现了线形算法。通过我们的不断努力，我们以后也许会找到真

正的答案。 


